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Finita differensmetoden: Colton: s. 173-173. Forsta inldmningsuppgiften illustreras i (figl)

Figur 1. Lo6s Laplaceekvationen Ay =0. Randvillkor: noll p4 diametern, sin ¢ pa halvcirkeln. h =1



Soker funktionens vérde i ett antal punkter u; =wu(z;).

Figur 2.

Generaliserade, svaga lésningar

p(.’l?)200>0, T(IE)?O, f€L2(aﬂb)



Sobolevrum H!(a,b)

u(z): u€ La(a,b); u' € Ls(a,bd)

131 (a,b):u(a)=u(d) =0

Antar att u(z) &r en I6sning till vart problem. Tar ndgon annan funktion v(z) € H%(a, b). Mul-
tiplicerar ekvationen med v(z) och integrerar.

— (p(x)u)' v+7r(x)uv=fv

_/ab (p(q;)u’)’vdx—l—/ab r(m)uvdwz/ab fode

/abp(w)u’v’dw+/ab r(a:)uv:/ab f(@)vdz (IE)

(Integralidentitet.)
Om v &r en vanlig 16sning sa haller (IE) for alla v € HOL.
Vi siiger att u € H &r en generaliserad 16sning till problemet om (IE) giller for alla v € HL.

SATS: Generaliserade 16sningen finns alltid; det finns bara en generaliserad 16sning.

Beteckna skaldrprodukten i H' som (u,v)p1:
b b
(u,v)H1:/ p(a:)u’v’dx+/ r(z)uvde
a a
HO! med den produkten &r ett Hilbertrum.
lJllzr = (u,u)

Fullstindigt (varje Cauchyf6ljd i rummet konvergerar i rummet).

|[um —un|| =0 Fu:||lup—ul| =0, m,n— o0

Generaliserad 16sning pa ett annat sétt: u € H! &r GL om IE: (u,v) = (f,v) for alla ve H! dir

b
(f,v>=/ fodz



SaTs: Det kan vinnas < 1 generaliserad 16sning.

Bevis. Antar att det finns tva l6sningar, u; och us. Betrakta u=wu; — us:
(IE) = (u,v) = (u1 —ug,v)=0 Vve HN

Tag v=wu: (u,u) =0=u=0. Skillnaden &r noll. O

F. Riesz Sars: F(u) &r en linjar kontinuerlig funktional, v € H (Hilbertrum), om F(a u +
pv)=aF(u)+ BF(v), |F(u)| <C|lul].

1. Om F(u) &r en linjar kontinuerlig funktional géller:
Jugp:  F(u)= (ug,u)

2. Lat L vara ett slutet underrum i H och w € H. DA finns h € L sd att u — hLL och ||h — u|| <
[lv —u||Vve L.

Figur 3. h ir projektionen av u pad L



Poincaré-Friedrichs olikhet. Det finns en konstant ¢ (beroende pé p, r)

b
u€ HO' = ||u||3: > c/ u?dz
a

T

u@?=2 [ u@)u@)de<2 [ u(o)]u(z)] do <

<2 /b |u(z)| |u'(z)|dz < [Cauchy-Schwarz] <
b T/ b z
<2 (/ u(a:)2da:> (/ u'(a:)Qda:>
b b b
/ u(x)?dzr <2 (b—a) (/ u(a:)zda:> (/ u’(a:)zd:c>
(/b u(m)2dx> Eg 2(b—a) (/b u’(a:)zda:> Eg 2(b—a)cy’t ( /b p(x) u’(:v)2d:v> ’

(Vi hade p(z) > co.)
SATS: Generaliserade 16sningen finns alltid V f € L.

=
N

Bevis. Vi betraktar funktionalen.

Fo)=(f)= [ foda
a
F &r linjar.
Cauchy-Schwarz:
[FI< I f o]l
Poincaré-Friedrichs olikhet:
<cllflles lolla
(begrénsad i H!)
Det finns u € H!, Riesz: f(v)={(u,v); u &r den generaliserade losningen. O
Hur s6ker man l6sningen?

Vi s6ker en approximation up, till . (up &r inte en losning, den bara approximerar w.)

Ly, &r ett dndligt-dimensionellt underrum i H°'. Vi sdker uj, som projektionen av u pa Ly
(enligt Riesz-2). Hur s6ker vi projektionen? Vi tar en bas i rummet Lp: @1, @9, ..., on. Vi sbker
up, som en linjdrkombination av baselementen.

Up=0Q11 + -+ apPnN

dar a;i, ..., an ar nagra sokta tal.

Riesz: u —upLLp. (u—wup,v)gr=0, for alla v € Ly,
(u,v)={up,v) Vv€ELy

(f, U) = (uh, ’U> Yv € Ly, (IEh)



Vi tar hir v =1, @9, ..., PN:

b
(un, pr) = (f, ¢r) =/ fordz

<Z ajp;, ‘Plc> =(f, ¢r)k=1,..N
j

Z ajAjk =Bk
J

b
Ajr={pj, Pk) =/ (ppjer+1pjer)de

a

b
Bk:/ forde

A kallas for styvhetsmatris, B kallas lastvektor.

Finita elementmetoden FEM — ett speciellt val av .

Figur 4.

oy, véljs som en styckvis linjar funktion med ¢g(zy) =1 och @i(z;) =0 for j # k. Alla Aj; =0



forutom j=k —1,k,k+ 1.

Ain A O 0 0 O
A= 0 Az Azs Azs 0

0 0 B ’

0 -

Felet ar O(h).
Adaptiva FEM p liten = elementen sma. r stor = elementen smé

FEM for elliptiska ekvationer
QCRY, Q begrinsat; I &r randen till Q.

N
0 Ou .
- Z %ajk(m)aTjﬁ—r(m)u:f iQ.

J.k=1

med Dirichletrandvillkor u(z) = 0 fér z € I'. Divergent form. ajj: alla egenvirden har samma
tecken (positiva). Matrisen (a;j) &r positivt definit.

Z ajk§i§k>’YZ &, v>0; r(z)=0
J.k

Generaliserade 16sningen.
H': ue€ Ly(),u; € L.
H: yeH': u(r)=0nérxel.

(u,v);pz/ ajkujvkd$+/ r(z)uvde
Q Q

Tar v € H°', multiplicerar med ekvationen och integrerar pa 2:

—/QZ a%[ajk%} de:U+/Qr(:c)u(m)v(a:)de=/Q fvde
9 au]_ a( Bu ) du

—ajrp | v=5—ajr+—v ) —ajpz—=5—
Oz | 77 Oz Oz \ 7" Oz 1% Oxy, Oz
Ou
<I>k:E Qi 7—V
Jk )
- 0z

. Ou Ov
_[)d1v¢dx+AZajk6—mk%jdx—Af(x)v(x)dx
Gauss:
/div@dm:/ (®,n(z))dz = [hir]=0
Q r

eftersom v =0 pa randen.
/Zajkujvkdx-l-/ r(x)uvdx:/ fvdz (IE)
Q Q Q

Generaliserade l6sningar: sadan funktion u € H%(Q) sa att IE géller for alla v € HO(Q2).
Sats: Den svaga 16sningen finns f6r varje f € Lo och &r bara en. |||.

En kortare form av IE:

(u,0)m = (f,v) Vve H



