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1. Bestdm approximationsordning och stabilitetsomrade for trapestmetoden.
Losning:
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Tillvixtfaktor:
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Jamf6r med analytiska 16sningens tillvaxtfaktor:
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Stdmmer med tre termer, lokala felet ir av ordning O(h3) = approximationsordningen &r 2.
Stabilitet:

1422
Stabilitetsomrade: {z eC; ‘—2

Geometriskt (fig28).

2. Visa att

lzy =1z (l2- |yl
for vektorer ¢,y € R™.



Losning:
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Cauchy: [(z,y)| <||lz|| - ||y|| med likhet om de &r linjdrt beroende.
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Vi kan va likhet eftersom vi har likhet i Cauchys olikhet om y och z ar linjart beroende. Vilj
z=1y.

3. Visa att varje skaldrprodukt (-,-) i R™ kan skrivas som
(z,y)=y A=

diar A ar symmetrisk positivt definit.

Ljsning: Det finns en bas {e; }7—;.
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A ar symmetrisk, ty skalarprodukten ar symmetrisk.

A #r positivt definit ty skalirprodukt positiv, dvs (z, ) = £7A z > 0 med likhet om och endast
om x =0. A &r positivt definit enligt definitionen.

4. Lat Po=1 — 2y, u1 och Po=1—-2wus uzT vara tva n X n-matriser med w1, us € R™ ortonor-
mala. Bestdm egenvirden och egenvektorer till produktmatrisen P =P; P5.

Lisning: Lat {u;}j—; vara en ON-bas.
P=(I-2uiul)(I —2usul)=T-2uiul —2usul + 4wy ufusui =
T

= [ufus=0] =TI - 2u u{ —2usu]

Pu1=u1—2u1ufu1—2ungu1=u1—2u1—0=—u1



Dvs u; ar en egenvektor med egenvirde = — 1. Pa samma sétt Pus=...= — us.
u2 ir en egenvektor med egenvirde = —1.
Testa uj,7=3,...,n: Puj=u;.

dvs {u;}}=3 &r egenvektorer med egenvérde 1.

5. Lat V = Span{z, sin? z, cos? z} vara underrum i C(R) med de angivna elementen som stan-
dardbas. Visa att dven {z, sin’z, cos 2z} &r bas i underrummet. Bestim koordinaterna i denna
bas for den vektor som i standardbasen har koordinaterna (1, 2, 3).

Losning:
cos 2z = cos?x — sin’z
Basbytesmatrisen:
10 O
T'=101 -1
00 1
det(T)=1. T &r reguljir —> basen &r OK.
Ekvationssystem f6ér koordinaterna:
10 O o 1 Q 1
01 -1 Bl=12|=|81]=1|5
00 1 vy 3 0% 3

Kontroll:  + 2sin?z + 3 cos?x =z + 5 sin?z + 3 cos 2z.

6. Anta att du har en LU-faktorisering av tvad matriser: B~'A + I och B. Visa hur du kan
anvinda dem for att l6sa systemet (A + B)xz =b.

Lisning: (med pivotering)
P(B 'A+I)=L, U= B 'A+I=P{L, U,
Po,B=L,U, eller B=P{L,U,
A+B=B(B 'A+I1)=P{L,U, P{L, U
(A+B)xz=b
16ses med
PIL,U, PfLiU =0
LyU, PTL Uy =P,b=b

1. Radbyte: b= Py b.
2. Triangulart system: Lo y =b ger y.

3. Triangulért system: Uy z =y ger z.



4. Radbyte: Z=P, z.
5. Triangulért system: L; u=2.
6. Triangulért system: U; x =u ger det sokta x.

Allt kostar alltsd O(h?).

7. Visa att Nul(AT) =V (A)* utifran svp.

Bevis. A=UXVT=

- (% 8)(1F)

U och V ar ortogonala, ¥ ar “diagonal”. (Lat O vara nollmatrisen.) Kompakt:
A=U, %, V¥

Y, &r icke-singuldr, V; har ortonormala kolonner. — V(A4) = V(U;). Om A = B C och C &r
reguljir = V(A)=V(B). V(4A)={Az}={BCzx}={By}=V(B).

AT =V, 2TUl = ATU, =i 3, 'UTU,=0 tyU{ U, =0

dvs Nul(AT) =V (Uy). U= (U Us) dr ortogonal: V (A)+=Nul(AT) O



