2006—05-05
ODE Heath kapitel 9

Begynnelseviardesproblem:

{y’=f(t,y)

y(to) =yo
Testproblemet:

(T) { y'=Ay , har exakt 16sning y(t) = yo e
y(0)=wo

1. Euler framét: ygt1=yr + h f(tx, yr)
2. Euler bakdt: yr+1 =y +h f(fr+1, Yr+1)
3. Mittpunktsmetoden: yxy1=yr—1+2h f(tx, yx)
h
4. Trapetsmetoden: yi1=yx + 5 (f(tk, yx) + f(tk+1, Y1)

1 och 3 &r explicita, 2 och 4 &r implicita.
1, 2 och 4 ir enstegsmetoder, 3 ir en tvastegsmetod.
Stabilitet Testa pa (7). Om Re(A) <0 sa &r (T) stabilt. Losningskurvorna dras samman med

tiden. En metod med samma stabilitetsegenskap som (7") kallas A-stabil. En metod &r stabil for
en steglingd h om den ger begrénsade approximationer for testproblemet med Re(A) <0.

EXEMPEL. Euler framat pa (7).

Yk+1=Yr+hAypr=(14+h]A) yk:(1+h)\)k+ly0

Stabilitetsvillkor |1 + kA A] < 1 for att {yk}:ozo ska vara en begrinsad talféljd, dvs metoden &r
stabil om for z=h\ det géller att z ligger i cirkeln {z € C, |1+ z| <1}.
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Figur 1.

Euler bakat pa (7).

1
Yk+1=hAYkt1, dVS Yr1= 7k

Begriansade 16sningar om



Stabilitetsvillkor |1 — A A| > 1. Utanfor en cirkel, stabilitetsomradet {z € C;|z — 1| > 1}.
Euler bakat dr stabil for Re()) <0, alltsd A-stabil (samma egenskap som (T')).

OvNING: Visa att trapetsmetoden har stabilitetsomrade Re(\) < 0, dvs A-stabil, och har
approximationsordning 2.

LOsNING: Heath.

Ett system

{y’=Ay
y(0)=1yo

kallas linjirt. Det &r stabilt om alla egenvirden till A har negativ realdel. Vid ett system y' =
Ay maste h A\j € S (stabilitetsomrade for metoden) for alla Aj-egenvérden.

Enstegsmetoder, Runge-Kutta metoder

Allmén form:

Yr+r1=Yrth Z bik;

i=1

dar

kizf(tk+ciha yk+hz ai,j’“a‘)
j=1

Euler framat: s=1,¢1=0,a;,1=0,b1 =1
Yr+1=Yx+h f(tr, yx)

Heuns metod: S=2,A=((1) 8),c=(2),b=(ig).

h
Yr+1 =Y+ ) (k14 k2)

ky= f(tx, yr)

ko= f(te+h,yr+hky)
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RK av ordning 4.
MATLABs ode45 &r 4:e ordningens R-K med 5:e ordnings R-K for att uppskatta felet. Fehlberg.

Tentatal Approximationsordning for Heuns metod:

Yk+1=Yr + g[f(tk, Yk) + f(te + b,y +h f(te, yr))]

(T) f(t,y)=Xy

h
yk+1=yk+§[)‘yk+)\(yk+h)\yk)]=

212 h)\2
=yk+h/\yk+h;‘ yk:yk<1+h>\+%>

Tillvixtfaktor 1+h A+ % (h A)2. Jamfor med exakta 16sningens tillvixtfaktor e”?.

2 3
e“:1+h)\+—(h2’\) +—(hé\)

Stdmmer med tre termer, felet ir O(h3): da &r approximationsordningen 2.
Mer om implicita metoder
EXEMPEL. Trapetsmetoden:

h
Y1 =Ykt g [t yi) + f(trt1, Yrt)]

Om f &r icke-linjar s& har vi hér en icke-linjar ekvation att 16sa. Om systemform s& icke-linjért
ekvationssystem att 16sa. Det ar upplagt for fixpunktsiteration, dvs

h
yl(cl-tll) =Yty (f(tk, yk) + f (tk+1, ?J/(JL) )

[ &r iterationsindex vid fixpunktsiteration. Startapproximationen 3/1(24)-1 kan vi ta fran en enklare,

explicit metod, exempelvis Euler framat. Vi har ett si kallat prediktor-korrektor-par av
metoder. Har dr Euler-framéat prediktorn och trapetsmetoden korrektorn.

EXEMPEL:
y'=-y% y(0)=1
Bestdm y(0.1) approximativt. Prediktor: Euler framét, h =0.1.
y1=yo+h(—y)’=1+0.1(—1?)=0.9
Korrektor: Trapetsmetoden, h =0.1.

h
ylzyo+§(—y§—y%)

.1
y1:1+07(—12—y%)



Kan naturligtvis 16sas som kvadratisk ekvation.) Fixpunktsiteration med y(o) = 0.9 fran predik-
g 1

torn:

y{9=09
w_4,01,
=143 (—1-0.9%) =0.9095
(2)_q, 01 2 _
Y\ _1+7(—1—o.9095 ) = 0.9086
3 _q,01 2 _
y! _1+7(—1—O.9086 ) =0.9087

OBs: detta dr ett tidssteg med metoden, om vi vill langre far vi upprepa alltihop.

Konvergens hos var fixpunktsiteration?

Yr+1=9(Yr+1)
h
g(y)=c+ ) F(tet1,v)

Villkor ||G(y)|] € u# < 1. G é&r jakobianen till g. ||g fyll < p<1dér f, & Jakobianen av f med
avseende pa y.

EXEMPEL:
{ z;():) e;i’ ,y vixande,y >0
h=0.1:
‘%% —0.05e~Y < 0.024

I allménhet om || f,|| &r stor s& maste h viljas litet.

Alternativ till fixpunktsiteration: Newtons metod pé icke linjara ekvationen

h
Yh+1 — af(tk+1, Ykt+1) —c=0

EXEMPEL (fortsdttning)

0.1
91—1—7(—1—3/%):0
9 =09

0.9—1-%(~1-0.9?)
1-22(-2-0.9)

=09 =0.9087



