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Numerisk approximation av derivator, Heath 8.6

Framéatdifferens:

fl(m) ~ f(w+h])l_ f(:L')
Bakatdifferens:

fl(z) ~ f(.’E) — £(1’ — h)
Central differens:

oy~ (@ +h)— flz—h)

EXEMPEL. Framétdifferensen:

= i@ 4 h @+ @) + @) v f@)] - o) =
h 2 3!

dvs Ry =O(h),h— 0.
Rr=aih+ash>+ash®+--

For centraldifferensen kan man visa att Ry = O(h?),h— 0.
Rr=bih?>+byh*+bshb+ -

Andraderivatan kan approximeras med centraldifferensen:

1)~ iramat) w L EFWZTE s Lt e th) - 1) - (@)~ fle— )] =

=%[f(m+h) —2f(x) + f(x — h)]
Rp=0(h?),h—0
Rr=cih?+coh*+c3hf4 -

Funktionsfelet.

Centraldifferens:

R

fl(.”l,') ~ f(fE +h)2_hf(fE - h)



Osikerhet i f: |0f]| <e. Felet Ry som beror pa denna osdkerhet kan da uppskattas:

Et+e_ € 1
< =_=
|Rf| < 5h =T OMh=1,h—0
Medan Ry = O(h?),h— 0. Hir &r det konflikt mellan feltermerna. Det finns ett bésta h.

Man kan undvika sm& h med en teknik kallad Richardson-extrapolation, Heath 8.7. Fé&rut-
sittning: man har en utveckling av trunkeringsfelet i h-potenser.

For central differenskvot har vi

med F(h) — f'(z) d& h— 0, Rp=by h®+ by h* + -
F(h)= f'(z) + by B+ O(h*)
F(2h) = f'(x) + 4 b1 B2 O(h*%)

F(2h)— F(h) _3bih?
3 =73

— Biittre formel: +O(h*Y) =b K2+ O(hY)

dvs F(h) = f'(z) + FEUZEM 4 o(p).

dvs Fy(h) = F(h) + TM=FCM = #1(2) + O(h%). Fa(h) ir en bittre formel med fel O(h%). Vi kan
upprepa och eliminera h*-termer och fa en formel med fel O(hS).

Fa(h) — Fy(2h)

F3(h)= Fy(h) + G

Differentialekvation, Heath 9

(ODE)

y'=f(t,y)

(2

y(t) ar sokta funktioner, f &r kiinda. Begynnelsevirdesproblem

{ y'=f(t,y)
y(to) = yo

EXEMPEL

{ y' = — y +sin(t) + cos(t)
y(to) = Yo

EXEMPEL. Ekosystem, kaniner och révar.

K=k—05kr,  k(0)=1
r'=—=0.7r+0.1kr, r(0)=2

0<t<30



Hogre ordningens ODE kan skrivas om som forsta ordningens system (lab 4).

EXEMPEL. Mekanik: rorelse hos ett sammansatt fjadersystem. (fig: i taket sitter en fjider med
fjaderkonstant ki, pa den m;, pa my fjidern ko, pa ko massan mo, elongationer y; resp yo)

( miyr =—ki1y1 — ka2 (y1 — y2)
ma Y3 =k (Y1 — y2)
) y1(0) =c1
y{(O) =C2
y2(0) =c3
yé(O) =C4

\

y} i Ys y1(0) = ¢
y? U y2(0) =cs
ys=—{-}" y3(0) =co
yi={.} y4(0) =c4
{ y' = f(t,y)
y(to) = 5o

Numeriska metoder, differensmetoder. Tekniker for att ta fram metoder.
1. y' approximeras med differenskvot.

Framatdifferens ger Eulers framatmetod.

yl(t) ~ y(t + h]z — y(t)

ger y(t+h) =y(t) + hy'(t) och med beteckningarna yi = y(t) och yr+1=y(t + h) far vi formeln
Ye+1= Yk +h f(te, Yx)

Detta ar Eulers framat. P4 samma sitt ger bakatdifferensen

y'(t) ~ y(t) — Z}Jl(t —h)

... Eulers bakadtmetod:
Yrk+1=Yk+ P f(trr1, Yrs1)

Centraldifferensen:

i L YE+h)—y(t—h)

ger mittpunktsmetoden:

Ykt1=Uh—1+2h f(tr, yx)



2. Integrering. y'= f(t,y) integreras over intervallet (¢g,tx41):

tr41 te+1
/ y'=/ f(t.y)
tk tr

th41

y(tsn) — y(te) = / £t y(t))dt

t
EXEMPEL. Trapetsregeln ger trapetsmetoden.

[ )t ) + ftsn )

k

Vi far trapetsmetoden:
h
Yk+1= Yk + 5 (ks yo) + (1, Yr41))

Euler framat &ar explicit, givet y, kan man direkt rdkna fram yg, ;. Euler bakat och trapetsmet-
oden ar implicita, eftersom gy ;1 finns &ven i hogerledet av formeln, dvs en icke linjar ekvation
(eller ekvationssystem) maéste lGsas i varje tidssteg.

Nagra viktiga begrepp
Lokalt fel, Ly =yi — ur_1(tx) dir ug_1 dr lokal 16sning till det lokala problemet:

{ up_1 = f(t,up—1)

up—1(tk—1) =Yr 1
(figl8)
Globalt fel, G = yi — y(tx)
En metod dr konvergent om det gobala felet gar mot noll da A — 0.
Om lokala, felet &r av ordning APT! s& har metoden metoden approximationsordning p.
Lokala felet bestdms genom att tillimpa metoden pa testproblemet

=)
@ { J(O)—c

med analytisk 16sning y(t) = ¢ e**. Man kontrollerar till vilken ordning i A som den numeriska
metoden approximerar den exakta l6sningen.

EXEMPEL: Euler framat pa (7).
Ye+1 =Yk +hAyp=(1+hA)yx

Héar &r 1+ hA en tillvixtfaktor. Tillvixtfaktorn jimfors med analytiska 16sningens tillvixtfaktor.
Taylorutveckling: e"* =1 + h X + % (hA)? + ;—!(h)\)3 + ---. Stémmer med tva termer och felet
O(h?). Eulers framatmetod har det lokala felet O(h?) och approximationsordning 1.



