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Flyttalsaritmetik, Heath 1.3 Flyttalsssytem (3,¢,L,U)
IEEE double precision: (2,53, — 1022, 1023)

Avrundningsenhet, maskintal, maskinepsilon:
= 0.5- Bl—t — 2—53

eps i MATLAB ar 2u. eps(1).

Dessutom giller i IEEE standard att om ® &r nagon av de aritmetiska operationerna +, —, X,
=, sa géller

fi(z0y) —z0y| <
lzOy|

Det giller dven v/ och konvertering.

Operationer pa flyttal i IEEE
ExempPEL: (10,4,—9,9). z=1.234-10% y =4.567-10~2.

a) Bestdm z =fl(z + y):
1.234-10° 4+ 4.567 - 1072 = [skift] = 1.234 - 10° + 0.04567 - 10° = [exakt] = 1.27967 - 10° =
= [lagring till flyttal] =1.280-10°
b) Bestdm w =fl(z - y):
1.234-10° x 4.567 - 1072 =5.635678 - 10~ 2 = [lagring] = 5.636 - 10~ 2
Enda felet sker vid lagring (avrundning) till flyttalssystemet.

Kancellation
Noggrannhetsforlust vid subtraktion av tva ndstan lika stora tal.

EXEMPEL:

1 1

l-z 142’

z¢{1,-1}

ger kancellation om z ligger ndra 0. x =0.001 och tre siffrors precision.

1 1
0999 " 1.00- 1.00 —1.00=0.00

Béattre formel utan kancellation:

1 1 2
11—z 14z 1—2z2




x=0.001, tre siffror ger

2-0.001

=0.002
1.00 0.00200

Utskiftning, noggranhet férsvinner vid skift.

I exemplet ovan réknade vi ut 1+ x d& = =0.001 med tre siffror. I datoraritmetiken blir det z =
1.00 - 10~3. Summation, skifta till stérsta exponent: (1.00 + 0.001) - 10° = 1.001 - 10° = [lagring] =
1.00- 10°. Total utskiftning.

Tips: Att summera tal i vixande storleksordning motverkar utskiftning.

Icke-linjiara ekvationer, Heath 5
Problem: f(z)=0, f:R—R.

: En 16sning (rot) till ekvationen f(z) = 0 betecknas z*. Den &r en enkelrot om
f'(z*) #0. Annars &r den en multipelrot med multiplicitet m om f'(z*) =---= f(™~V(z*) =

0 men f(™(z*) #0.
-

Tterationsmetod: g start. x =formel(zo), x2 = formel(zg, z1)... Om zj — x* d& k — oo s konver-
gens. Snabbhet: konvergensordning.

lim 1ZEr1= ]

=C
koo |Tp —x*|? <o

Storsta mojliga ¢ dr konvergensordningen och C kallas asymptotisk felkonstant.
Speciellt: ¢ =1: linjir konvergens. g > 1: superlinjir konvergens. g = 2: kvadratisk konvergens.

For Newtons metod géller ¢ =2 vid enkelrot, vid multipelrot &r g =1.

Newtons metod, geometriskt

y

...analytiskt, linjirisering

Zo &r en approximation. Linjérisera f kring zq: Taylorutveckling:
f(@) = f(zo) + f'(x0) (z — o)

Linjar modell: T stéllet for f(x) = 0 1oser vi f(xo) + f'(x0) (x — o) = 0. En linjir ekvation i x
med 16sning




Kalla denna 16sning for z1 och vi har gjort en iteration.
Newtons metod konvergerar om x &r tillrdckligt nira *, men kan divergera.

Konvergensordning fér Newtons metod. Taylorutveckling kring xg:

0=f(z")=f(zx) + f'(zr) (e — 2x) + % F(&) (@ —ar)’s Er€[z*, @]
Dividerar med f'(zx). Vi antar enkelrot.

_ f(@r)
f'(zx)

F7(Ek) (0x _ 22
f’(l'k) (a: k)

-z +:L'*+l
b 2

Enligt Newtons metod:

dvs

f'(zx)
g L fE L )]
- 2 [fiag)] 2 [l BET

g = 2: kvadratisk konvergens.

OVNING: Visa att g=1 och C :% vid dubbelrot.

m—1

ANMARKNING: For multiplicitet m géller ¢=1,C =

m

En variant av Newton som inte kraver derivator ir sekantmetoden. Analytiskt dr det att
derivatan approximeras med en differenskvot.

F(z) = flxk) — f(zp—1)

Tk —Tk-1
(Bakatdifferens.) Insatt i Newtons metod blir alltsd sekantmetoden:

f(@r) (Tr — TK—1)

TRHLZ TR f ) — f@n—1)

Vi méaste nu ha tva startvirden. Konvergensen &r superlinjar med ¢ =1.618.

Lat dz =% — x* vara felet i en approximation £ till z*. Taylorutveckling kring 16sningen:
f(@)=f(a*+dz) = f(z*) + f'(z*) 6z + O(02?) = f'(z*) 6z + O(0=?)
och for sma dz: f(£)~ f'(z*) - éz. Om enkelrot, dvs f'(z*) #0:

f(#)

0T =~

Detta ir en metodoberoende felformel.



ANMARKNING: Vid multipelrot tar vi med fler termer i Taylorutvekclingen och far

m A f(wA)
( ) f(m)(ﬁ)

EXEMPEL: En teknolog gissar att en rot till ekvationen f(z) =z —e~*=0 &r ndra 0.55. Hur bra
ar gissningen?

Losning;:
£(0.55) = —0.0269...
£'(0.55) =1.5769...
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