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Grundlidggande begrepp i numerisk analys

1. Matematiskt problem
Numeriskt problem

Algoritm
2. Stabilitet

3. Noggrannhet: matematiskt ekvivalenta uttryck kan ge numeriskt helt olika resultat.

. 1— . ..
EXEMPEL: smz(g) = ;0”, z=0.05, 3 siffrors precision:

sin2(0.025) = (0.025)2=6.25 - 10—*

1—cos(0.05) 1-0.999
2 B 2 B

[kancellation] = ()gi =5-10"*

4. Effektivitet:
snabbhet, minneskrav

Det finns en kurs i High Performance Computing, HPC.

5. Iteration

EXEMPEL: Newtons metod for ekvationsldsning, f(z)=0.
Tp=Tp—1—

Alla zj &r approximationer till z* som dr 16sning till f(z)=0.

6. Rekursion.
EXEMPEL: Eulers framéat-metod fér ODE.

{ y’: f(ta y)
y(0)=c

Yk+1 och yi approximerar olika storheter: y(tx11) respektive y(ix).

Felanalys, Heath 1.2

: a ar ett exakt virde, @ en approximation.

absolut fel: da=d — a; relativt fel: %a =S %a.

a har t korrekta decimaler om |da| < 0.5 - 10~ %. Antalet signifikanta siffror ir forsta icke-
nollan till och med sista korrekta decimalen.

I[[-
EXEMPEL. £=0.01234+0.5-10"°=% £ 0.05-105.

Z har 5 korrekta decimaler. # har 4 signifikanta siffror.



7 =3.1416 har 4 korrekta decimaler och 5 signifikanta siffror.
Felfortplantning, en variabel.
r=1= —0r

Vad hénder om vi anvéinder £ i stéllet for z i en berdkning f(£)?

(@)= fl@)= ()& —=), E€lz,2]

def

0f = f(@) = f(x) = f'(§) bz~ ['(2)ox

0 f

0f

Figur 1. Felfortplantning: derivatans inverkan.

ExEMPEL: Radien r hos en sfar ar bestamd med 1% osékerhet. Hur stor dr osdkerheten i volym-
berdkning?

V(r) =§7r7'3=>V’(r) =47r?

%<0.01=>|6r|50.01-|f|

|6V | < [felfortplantningsformeln] < [V/(#)| - |or]| <4772 -0.017 =
=47 73-0.01

0V ] o 4773001

< =0.03=23%
VI~ s




ANMARKNING: Om f'(£) &r néra noll sa duger inte formeln. Man far ta med fler termer i Taylo-
rutvecklingen.

EXEMPEL. f(z) = 22 + 2 ¢ — 1. Anta att vi vet = med 1% osiikerhet. Hur noggrant kan vi
bestdmma f(—1)7

fl@)=2z+2, f(-1)=0, f"(z)=2

||5m|| <0.01

(& — )’

0f = f1(&) == (& —a)’ = (0)"

2] = 1= |0z| < 0.01 = |5f| < 10~

f(-n=-2 = %:0.5-10—4

f kan anges med en relativ osdkerhet pa 0.5-1074,

Felfortplantning, allminna fallet

f(@) = f(z1,22,..., T0), wz( El)

Tn

51‘1
ox = : , Ti=x;+ 0x;
0T,

5= 1@~ f@) =3 X (w1 0-62)bm, 0<0<1

EXEMPEL. f(z,y)==

of f x y-éx—x-dy
) 6x+ Oy==-0r— 5 -dy="——5—"—
f=5 y=y A "
dvs
(5f oz (5y ‘ o ‘5;{/‘
7 y

Framat- och bakatfel f' ar en approximation av f.

Framatfelet i z: f(z)— f(z).



Lat nu & definieras av att f(£) = f(z). Da ir bakatfelet £ — z = f‘l(f(w)) —x.

I

Figur 2.

EXEMPEL.

1‘2 1‘4 2

T ..
cosx=1—§+z—---zl—7 nira x =0

For £ =0.1 &r framéatfelet 1 — 0'2—12 —cos(0.1) =—4.16-1075.
Bakatfelet: arccos(l - 02—12) —0.1=4.17-1075,
ANMARKNING. Approximationen f av f &r stabil om bakatfelet ar litet.

Flyttalsaritmetik (Datoraritmetik), Heath 1.3.
EXEMPEL. fix-punkt (fixtal): 12.34567, — 0.00135, 2468.02468: samma antal decimaler.
Flyttal (“lytpunkt”): 1.2346 - 10%, — 1.3549 - 103, 2.4680 - 10%: samma antal virdesiffror.

Vi anvinder i exempel ofta flyttalssystemet (10,5, —9,9), dar 10 ar basen, 5 antalet siffror, — 9
minsta virde pa exponenten och 9 storsta virde pa exponenten. I allménhet (8, ¢, L, U). Inne-
haller tal pa flyttalsform, z =m - 8¢ dér m dr mantissan, m =+ dy, didads...d; (OBS: inte multipli-
kation. Tolka si: skriv forst siffran dy, darefter ett kommatecken, darefter siffran dj, osv.)

For siffrorna géller 0 < d; < 8 och dg# 0, for exponenten giller L<Le<U.
ANMARKNING: #=2=>dyp=1: behover inte lagras.

underflow-grans: AL, i exempelsystemet: 1.0000- 102,

overflow-grans: BUTL(1 — 1), i exempelsystemet: 9.9999 - 10° = 10'°(1 — 10~?).

gradual underflow: tal mellan 0 och A% kan lagras, men med ligre precision. Man tillater da
dp =0, men dessa tal har simre noggrannhet.

Speciella talviirden: Inf, fas om man exempelvis gor 1.0/0.0; NaN, exempelvis 0.0/0.0.
Precision L&t fl(z) vara det algrade talet motsvarande z.

|fi(z) — x| L ooy
<p==- 1
o SE=3 B (1)
u kallas avrundingsenheten. Fran (1) foljer fi(z) =z(1 +¢), |e| < p.
Enkel precision: (2,24, — 126, 127).
Dubbel precision: (2,53, — 1022, 1023).
Detta dr IEEE!-standard.

1. IEEE star for Institute of Electrical and Electronics Engineers.



