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Kontinuerliga dynamiska system
' =Axz, z=z(t)eR", z(0)=z

EXEMPEL.

Losningsformel:

—i

o(t) = ¢ o1 +20) ( 1 ) +epel—20t < 1 )
1

Detta ar ett godtagbart svar (manga ginger) men man kan fa béttre uppfattning av 16sningen
genom Eulers formel: e*+1¥ = e®(cos y +isin y).

=elere (S5t ) i (G060 )] == ( e )+ (iten) )]

z1 och zy bestdms fran begynnelsevirden.
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Potensmetoden for dominerande egenpar (A1, v;) till A.

Ty =start
Yrr1=Axy
Yk+1
T =
T Tyl

Konververar mot u; som &r v, normerad.

Deflation Anta att {ui}?zl ar en ON-bas av egenvektorer och (A1, u;) dr berdknat med t.ex.
potensmetoden. D& ger potensmetoden pa

AQZA—)\l’U/l’U/,lT

“Jag vill att ni visar det: det &r en eller tva rader.” Konvergens mot (Ag, u2) om |Az| > |Ag| > ---.
Ledning: Visa att As har egenvérdena 0, Ag, ..., A, och egenvektorerna &r inte dndrade alls.



ANMARKNING: Man behover inte bilda matrisen A, eftersom vi bara behdver kunna rikna ut A,

ganger en vektor v: A, v =Av — A\ u; ul v. Notera skalirprodukten u? v: vi slipper rdkna ut en

ny matris. Awv har vi redan (som avbildning betraktat: det ar inte sdkert att vi behover ta fram
A).
A:c:A:c(:}a::)\A_lw@%a::A_lm

Inversiteration Fo6r (beloppsmissigt) minsta egenvirde av A anvinder vi potensmetoden pé

A1 eftersom A~' har egenvirdena {A; '}, fungerar om det minsta egenvirdet #r strikt
mindre &n de 6vriga.

Potensmetoden pa A~1:
To=start
Yr1=A"lxy

Yk+1
lYe+all

LTk+1=

Men i andra steget gor vi inte sa i praktiken. Vi l6ser istallet A yx4+1 = @y fér £ =0, 1, ... Obs:
L U-faktorisering en gang , sedan 16sning av trianguldra system i varje iteration

A—oclI. A har egenvirden \;. Ax = A\x:
Ax—ocx= z—0ox
(A—ocD)z=A-0)z

A — oI har egenvirden \; —o. (A — o I)~! har egenvirden (\; — o)~ L. For att fa det egenviirde
till A som ligger nirmast o tar vi potensmetoden pa matrisen (4 —ol)~1.

Algoritmen blir:
o givet, oo start
(A—oI)=LU
Lzy=x4

Uyri+1=2x

Yr+1
LTyl =7
i [E77|

Detta kallas invers iteration med skift.
T — u;, den egenvektor till \; ndrmast 0. A; = ul Au,;.

o kan uppdateras under iterationerna eftersom xf A xj — \;, nytt o = <} A x; efter nagra itera-
tioner k. Bonusuppgift 7 &r en utveckling av dessa idéer.

SVD

A=UxV?T
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Figur 1.
-
A=U, ETV1T=Z oiu;vf
i=1
Overbestimt system A =b, minsta kvadrat ming |4 — b]|.
T
T =V1271U1Tb=A+b=Z o7 'v;ulb
i=1
ar en l6sning. r =rang(A).
ANMARKNING: Denna 16sning dr den 16sning som har minsta norm || - ||2. En allmén 16sning ar

& + h dar h € Nul(A), dvs h =V, ys f6r ndgot yo (ty Nul(A) = Col(V3)) och
&=V13,'Ufb=Viy
Vi har alltsa

£ + k][ =[Viys + Vo gl = Vy|* dir y= ( z; )

= [V ortogonal] = [y [I* = | y1|* + || y2| |

som &r minst om ys =0= h=0. Alltsa ar l6sningen £ den med minst norm.

Trunkerad SVD ger bésta approximation av en matris. Vi har

r
A= E oiu vy
i=1

Om vi trunkerar efter k termer far vi
k
A%Akzz U,"U,i'U;-T
i=1
Man kan visa att Ay dr bésta approximation med k termer av rang-1 matriser. Felet

||A - Ak||2 =0k+1

och



Man kan alltsa fa ett mindre konditionstal genom en siddan approximation.

Tillimpningar

Bildkomprimering, skilja bruset fran signaler, modellreduktion, komprimering av information.

Linjéra rummet C°[0, 1], skaldrprodukt
1
(foo)= [ seatear

Vad hénder med vinkeln mellan f(t) =" och g(¢) =¢""1 i C°[0,1] d& n— c0?
Losning;:

1
1
= 2n+1 =
(£, 9) /Ot A= 2
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Von+1+/2n+3

2n+ 2

—1,n—

cosl =

Vinkeln gar mot noll: de blir néstan linjirt beroende. Slutsats: {t/ ?Z& ar ingen bra bas for

P,41. Men det finns polynom som &r ortogonala, ger ON-bas i P, 4 1.

Spektralsatsen A symmetrisk = A reella. Visa att egenvektorerna kan valjas reella.

Losning: Av=Av,v€ C*", Ac R"*™" A€R.
v=zc+iy: Alz+iy)=Az+iy)
Ax=MAx (realdel)y x€R"
Ay=Xy (imaginirdel), yeR"

Jag kan ta x eller y, bada kan inte vara 0.



