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Lay 7.3 Grénser for kvadratiska former, enkelt optimeringsproblem.

SATS: (6): Om A ir reell och symmetrisk: Q(x) =z A z kvadratisk form.

zTAx

/\min < ToTo < /\max
T

dar Amin och Apax 8r minsta respektive storsta egenvérde till A.

Bevis. Bygger pa ortogonal diagonalisering,.
Qz)=xzTAz=y"Dy, y=P 'z=PTx
Tz =(Py)" (Py)=y" PTPy=[Portogonal] = yTy
A1 0
Med D = ..
0 An
Q(Py) = yT-Dy = A1 y% + AQ y% + -+ )‘n y?L 2 AInin (y% +- y72'b) = Amin yTy = Amin me

Dérmed har vi visat att €T A @ > Apin €T . N&r far vi likhet i denna olikhet? Jo, om alla y; =0
for alla A; > Apin, dvs for

c=Py= Y  Yitti=Ann®
Ai=Amin

dar u; ar en ortonormal egenvektor. Vi ser att & &r egenvektor till Ay;,. P4 samma sétt visas
den Gvre gransen. Likhet om « &r egenvektor till motsvarande Ay ax. O

EXEMPEL. Bestim max och min fér Q(z) =4 2% + 423+ 1023 + 821 23+ 8 z2 73 da ||z| = 3. For
vilka & antas dessa max/min?

Losning: Q(z) =T Ax med

4 2 4 200 -2 -11
A=\ 24 4 |, egenvirden D=| 0 2 0 |, egenvektorerP= 0 1 1
4 4 10 00 14 1 0 2
Detta ger
T Az
2< T <14

T =9 ger

18<xTAx <126

Maximum antas for



Minimum antas fér (se beviset)

-2 -1 —2y1— Y2
r=y1| 0 |+y| 1 |= Y2 normerad sa att ||z||=3
1 0 Y1

!
?= (=251 — y2)* + 3 + yf =37

dvs ( Z; ) pa ellipsen 5y +2y3 + 4y y2=9.
Il
Betrakta optimeringsproblemet

(P)) maxzTAx da 7z =1 och £Tu; =0, diir vi har ordnade egenviirden A\; > Ay > -+- > A, med
tillhérande normerade egenvektorer w1, ..., u,. A ir symmetrisk: A= PD PT (ortogonal diagona-
lisering).

Sars: (7): Losning till (Py) & @ = uy och maximala virdet ar ud A uy = Ay. uy &r den egen-
vektor som hor till nést stérsta egenvérde.

(Pye—1) max 27 Az da 2Tz =1,2Tu; =0, ....2Tup_1=0

Sars: (8): Losning till (Py_1) &r = =uj och maxvirde uf Auy = Ag.
Tentauppgift. Betrakta Q(z) =7z} +3 23+ 3z, 79

a) bestim storsta virde pa Q(z) da z7x =1.

b) bestéim en vektor u med ulu =1 si att Q(u)blir maximal.

¢) bestim max Q(z) under villkor z7x =1, z7u=0.

Losning: Q(z) =z Ax med

25 0

_ .. . 1 1 3
A= , egenviarden D= ( 0 75 ), egenvektorer P = _\/E ( 31 )

W =3
W v|w

a) max = A1 = Amax=7.5

A
b u=w=75(7)
c) max = Ay = 2.5 enligt sats 7.

“Ja, i och med detta dr vi klara med Lays bok.”

Potensmetoden &r en numerisk metod for egenvirden/egenvektorer. Heath 4.5.1.
Fran diskreta dynamiska system: xx41 = A Ty, T start.

Vi vet att om |A1] > |A2| = -+ 2| An| (notera: strikt olikhet i det forsta). D& har vi:

xr—rc; (AM)*v; dak— oo



dir A vy = A\; v;. Egenparet (A, v;) kallas dominerande. Om vi normerar i varje steg s& far vi
konvergens mot en normerad egenvektor u.

Detta ar potensmetoden.
— xg ar start

A'yk+1::f1wk: k::Oala“'

Ye+1
lys4all

— X1 = (fér att undvika “overflow” i datorn).

Konvergens mot u; (nastan alltid). Efter konvergens kan man berdkna A; genom \; = ul Au,
d&r u; dr en normerad egenvektor.

Detta #ir ett specialfall av Rayleigh-kvoten. Om Ax =\ sa giller e’ Az = zTx =

zTAx

zTx

Singuliérvirdesuppdelning (svd) Lay7.4 eller Heath 3.6

Inledning Diagonaisering av symmetrisk matris

A=PDPT=>" \u;juf

i=1
Spektraluppdelning;:

: De singuldra virdena o4, ..., oy till en m X n-matris &r o; = v/ A; dir A; ar egen-
virden till AT A.

Lat r =rang(A4). Da kan A € R™*"™ faktoriseras:
A=UxzVv?T

(fig12)

T
:U12}TV1T:§ oiuv]

i=1

U och V &r ortogonala, X, ar diagonal med o1 > 03 > --- > 0, singuléra virdena. Kolonnerna i U
kallas vinstersinguléra vektorer. Vidare galler

ATA=(VETUT)(USVT) =V SIS VT

dar

vTS = " g2

diagonalisering av ATA.



Relation till viktiga underrumen:
Col(A) =Col(U) ty A=U, %, VT
Nul(4) =Col(Va) ty AVo=0 (AV=UZX)
Col(AT)=Col(V}) tyAT=W, 2, UL
Nul(AT) =Col(Us) ty ATU,=0

Minsta-kvadrat och SVD

Problem: minimera ||A« — b||2. Losningen kan skrivas

r
E=V2,'UTb=>" o, 'viulb
i=1

Bevis. A= (VS W) (Vs UTb) =00 U b

dvs A& #r bésta approximation av b i Col(A) = Col(U;). U UL b #r projektionen av b pa under-
rummet. g

Overbestimt ekvationssystem Az = b i minsta-kvadrat-mening 16ses genom
=3 'Ub

Vi 71 UT kallas for en pseudoinvers. Betecknas AT eller At. & = A'tb.



