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Kontinuerliga dynamiska system

z=z(t)= ) sokes

A ar en given matris
z(0)=xo &r ett givet startvirde

Tillampning: Laboration 4, 16ses med numeriska metoder.

En analytisk metod som fungerar om A #r diagonaliserbar: P! A P = D, dir P ir egenvek-
torer, och D &r egenvérden:

P=| v - v,
| |
A1 0
D=
0 An

Losningsformel:

z=cieMly+ - +cpetty,

Konstanterna cy, ..., ¢, kan bestdmmas fran x,.

EXEMPEL:

z1(t) =z1(t) — 22(t) +4z3(t), 21(0)
z5(t) =3 z1(t) + 2 22(t) — x3(t), 2(0)
z3(t) =221(t) + 72(t) — 23(t), 23(0)

4
1
0

x'=Ax dar

1 -1 4
A=13 2 -1
2 1 -1
Berdkna egenvirden och egenvektorer.
Egenvirden:
3 0 0
D=]10-20
0 0 1
1 -1 -1
P=|2 1 4
11 1



enligt 16sningsformeln far vi

1 -1 -1
z(t)=c1e3 | 2 | +cpe 2t 1 +czet| 4
1 1 1

c1, c2, c3 bestdms fran begynnelsevirdena, genom ett ekvationssystem som lGses.

4 1 -1 —1 4
o= 1 —C 2 + C2 1 + 2 4 = 1
0 1 1 1 0
1 -1 -1\ /a 4 2
2 1 4 e |=|1]|=e=| -3
1 1 1 c3 0 _1
3
Svar:
_ 9.3t 1\ ) —2t(_1 1 t{_l
z(t)=2e 2 —3e 1 —3¢© 4
1} 1 \ 1

Lay 7 Symmetriska matriser.
tAeRM*, A= AT
III-

SATs: (1): A symmetrisk = egenvektorer till olika egenvéirden ar ortogonala.

A’Ulz)\l’Ul

Bevis.
A Vo = )\2 ’Uz’

AL Ao
A1 1 - U2 = [egenviirde] = A vy - ve = vy - ATvy =
[Avi-vo=(Av)T v = vi ATy, =, - AT,
= [symmetri] = vy - Ava =01 Ay v2 = A3 v1 - U2
ALV V2 =AU - Vs

)\1#)\2=>’U1"U2:O O

Diagonalisering A = P D P~! & OK om P é#r inverterbar. Speciellt om P #r ortogonal: A =
PD PT, dvs A ortogonalt diagonaliserbar.

SATS: (2): A€ R™ ™ A ar ortogonalt diangonaliserbar <= A &r symmetrisk.
Bevis ingar inte i kursen.

ExXEMPEL: Diagonalisera A:

[2]0 0 0
_loJto1
A= 0(0 2 0

0101




101
Egenvérden: 2 till [2]; 2, 2, 0 till (0 20 ) Egenvektorer:
101

1
AM=2=—= v = 0
0
0
-10 1 0\ (—1010\ (s\
A2 3=2= 0 0 0|0~ 0 000 j:x=1 ¢
1 0 -1 O} \ 0 00 O} \s/
Vilj
1 1 0
— 1| 0 | =2 och x3=1| 1
V2 1 0
Observera att dessa vektorer dr ortonormala.
1 01]0 10 1{0 —s 1 -1
M=0= 102 0]0|]~]020|0)||=m4= 0 ,normerad = — 0
101]0 000]0 s V2 1
Vi far, normerade, egenvektorer:
0 0
1 1 0 1
0 V2 0 T2
V1= 0 9 V= \g 3 V3= 1 9 V4= 6/5
0 1 0 1
V2 V2
1 0 0 O
2000 1 1
p_lo200]| L_|°BY"%
o020 10 0 1 0
000O0 1 1
0 7 0 7
SATS: (Spektralsatsen) A € R™*™, symmetrisk. Da géller:
1. A har n reella egenvirden.
2. Dimensionen for egenrum till A &r lika med multipliciteten hos A.
3. Egenvektorer till olika egenvirden &r ortogonala.
4. A &r ortogonalt diagonaliserbar.
Bevis. (Av 1.)
Ax= x, AeC, zeC"
Multiplicera med &7 fran vénster:
zTAz=\zTx (1)



Talet 7Az = (€7 A :I:)T =27 ATE = [A reell, symmetrisk] = 7 A & = £TA& =z Ax , talet &r
sitt konjungat, talet &ar reellt.

Vidare ér 7z =" | |z;’e R=XecR i (1). O

OVNING: Visa att dven egenvektorerna #r reella.

Lay 7.2 Kvadratiska former

En kvadratisk form @ &r en funktion Q: R® — R pa formen Q(z) = 7 A & dir A &r en sym-
metrisk matris.

EXEMPEL:

= Q(z)=zT Az =2} + 42, v2 + 423 + 621 23 + 102923 + 6 23

h N

I
W b
NN
o ot

EXEMPEL: Skriv den kvadratiska formen

423 +423+1023+4 2129+ 821 23+ 822 3

pa matrisform.

4 2 14
Qxz)=xTAxz med A=| 2 4 4
4 4 10

Variabeltransformation i kvadratisk form.

r=Py<=y=P 'z

eTAx=(Py)TA(Py)=y"(PTAP)y

Om PTA P = D, diagonal, s3 har vi diagonaliserat den kvadratiska formen. Eftersom A #r sym-
metrisk sa gar detta enligt spektralsatsen, med

A0 | |

D= , P=| u - uy,
0 | |

EXEMPEL. Diagonalisera den kvadratiska formen

Q(z) =Tzl +4x3+4z 22

Q(a:):a:TA:B=>A=<; Z)

Egenvirden

!
I

(5%)



Egenvektorer:

1 -1 2
(2 1)
x =Py <= y=P 'z =[ortogonal] = PTx. Ger Q(Py)=3y}+843.

SATS: (4): A symmetrisk: DA kan den kvadratiska formen Q(z) = z? A x diagonaliseras till
Q(Py)=y” Dy genom transformationen x = Py.

Klassificering av kvadratisk form

A eller Q(z) #r positivt definit om Q(z) =z Az >0 for alla z #0.

A eller Q(x) ar negativt definit om Q(z) =zT Az <0 for alla « # 0.
Indefinit: olika tecken for olika x.

Semidefinit: om olikheterna ovan inte géller strangt.

SaTs: (5): A (symmetrisk) &r positivt definit <= alla egenvéirden &r positiva.
A &r negativt definit <= alla egenvirden ar negativa.

A &r indefinit <= det finns egenvirden med olika tecken.

ExeMPEL: Klassificera Q(x) =823 + 671 2o =27 Ax med

- (32)

Egenvirden

Egenvektorer
1 3 -1
P=7(i )
Formen &r indefinint ty egenvarden har olika tecken. Diagonaliseringen med « = Py ger
Q(Py)=9yi —y3
Spektral uppdelning A ar ortogonalt diagonaliserbar:
A=PDPT

D &r egenvarden, P ir ortogonala egenvektorer.

| | )\1 0 — ’U}w —
| | — uf —
= Aup - Apup : =)\1u1u1T+)\2u2ug-|—---—l—)\nunug
| | — u; —

Alltsd en summa av matriser av rang 1 given av egenvektorer och egenvirden. Detta kallas for
en spektral uppdelning av matrisen A.



