2006_03_30 Idag var jag inte med, tack till Mattias Eriksson for dessa anteckningar.

Egenvirden/-vektorer

Av=Av,v+£0

Karakteristiska ekvationen: det(4 — A I) =0, en n:te-gradare.
Egenrummet till A =nollrummet till A — A 1.

SATS: (1): Om A &r trianguldr si dr egenvirdena diagonalelementen.

Bevis.
ajy] — A * *
J— A * e
O: @22 . . :(a11—)\)(GQQ—A)"'(CLnn—)\) D
0 Apn — A
SATS: (2): Om Ay, ..., A, dr olika egenvéirden och vy, ..., v, dr motsvarande egenvektorer ar dessa

linjért oberoende.

Bevis. Antag att de &r linjart beroende. Lat p vara ldgsta index s& att nista vektor
Vpr1=C1V1+ -+ CpUp (1)
(v1, ..., vp &r linjért oberoende).
Multiplicera (1) med A:
Apt1Upr1=Cl A1 V1 + -+ CpApUp
Multiplicera (1) med Apy1:
Ap+1Vpt1=Apr1C1V1+ -+ Apr1CpUp
Subtrahera ledvis:
0=c1 (A1 —App1) vi+ -+ ¢p(Ap— Apt1) Up

V1, ..., Up dr linjirt oberoende = alla koefficienter = 0. Egenvérdena olika ger ¢; = --- =¢, =0,
dvs vp41=0o0ch ¢iv1+---+cpv,=0.
Motséagelse, alltsa ar de linjirt oberoende. O

: Tva matriser A och B kallas similiira om A = P B P~! for nagon inverterbar
matris P.

: En matris A &r diagonaliserbar om A dr simildr med en diagonalmatris.

SATs: (4): Tva simildra matriser har samma egenvirden, till och med samma karakteristiska
ekvation.

A-AXI=PBP '-APP'=P(B-XI)P7!
det(A — A1) =det(P) -det(B —AI)-det(P 1)
SATS: (5): HUVUDSATSEN, A &r n X n.

A diagonaliserbar <= A har n linjirt oberoende egenvektorer



Da ir A=PD P! dir kolonnerna i P utgérs av egenvektorerna och

A1 0
0 An
Bevis. “<=": Med P, D som ovan:
| | A 0 | | |
PD= V1 - Up = /\1'01 )\2’02 )\nvn =
| | 0 A | | |

| | |
= A’Ul Avn =A v, ot Up =AP

| | | |
AP=PD<<=A=PDP!
P &r inverterbar, ty vy, ..., v, ar linjart oberoende.
“—=" A=PDP '<=AP=PD.
| |

VL=| Av, - Awv, for en uppsattning vy, ..., v,

HL=| AMv1 - Av, for nagra Aq, ..., A\p

Da ar A v; = \;v; Vi, dvs vy, ..., v, ar egenvektorer, och de &r linjart oberoende, ty P ar inver-
terbar. |

ExEMPEL: Diagonalisera

Egenvirden:
1-Xx -2 5
0= T, [FA-N@-N-6=2-3r-4=(A-9(A+1) = re {14}
A1=—1 ger:
2 )~ T ) == (]
-3 3 0 O =\1
Ao =4 ger:

(7322)~(60)===(2)
-(22) o)

A=PDP!



Kontroll: AP=PD:

ar=(4 ) (P )=(7! )
PD:(} _23)(_01 2)2(1 —812>

De var lika, alltsa har vi rdknat rétt.

EXEMPEL:
3 1 -1
A= -11 1
2 2 0
A=2:
-1 1
v = 1 s Vo= 0
0 1
A= A2

1
(Anmérkning: I de kopierade anteckningarna jag fick star det v, = <1 ), men det kan vil inte
0

gérna stimma?)

/\3:0:
1
V3= -1
2
-11 1 200
P= 1 0-1), D=|020
0 1 2 000
EXEMPEL:
11
=(o1)
Egenvirden:
0=‘ 16’\ 1iA‘=(1—>\)2=>A=1 ir en dubbelrot

01
aoa=(0)

Egenrummet spinns av v = ( (1] ) Ej diagonaliserbar!

()



Karakteristisk ekvation:

1-x -1

0:‘ 1 1-2

‘:A2—2>\+2

Ekvationen har inga rella rétter: det finns inga reella egenvérden.

SATs: (MULTIPLA EGENVARDEN) Utan bevis. A dr en n X n-matris.

a) Dimensionen hos egenrummet till A < multipliciteten hos A.

b) Summan av egenrummens dimmensioner =n <= A ir diagonaliserbar.

c) Om By, ér en bas for egenrummet till A\g s& géller:

A diagonaliserbar => B; U BoU...B,. &r en bas fér R"
(r = antalet olika \).
Tillimpning pa diskreta dynamiska system

n
{ ox €] (Linjart dynamiskt system)

Try1=Axy

Exempelvis migrationsexemplet (befolkning i storstad).

Sk, fr ar centrumboende respektive forortsboedne.

Sky1=ansktan fi (s —a(
fr+1=a21 8 +az22 fi f k1 f

r1 = A o
ro= A2 o
xp=A*x,
Diagonalisera (om mojligt):
A=PD P!

A?=(PDP~Y)’=PDP-'PDP-'=PDIDP~'=PD?>P~!

Ak = ppk p-1

xp=PDFP~'xy=]i 2 dimensioner] =

| k | |
_ AT 0 et _ | & & €1\ _ vk k
= V1 U2 ( 0 )\é: > ( Cs ) - )\1|'Ul }\2|'l}2 s = Cl)\l V1 +Co )\2 V2

( “ ) =P ', Los systemet P ( 1 ) =x.
C2 C2



Motsvarande for hégre dimensioner.

T:R™— R", T linjar avbildning

Mal: hitta en annan bas i R™ sa att matrisen fér 7" blir diagonal. Om man véljer en bas besté-
ende av egenvektorer till matrisen for T i standardbasen (om mojligt) ges T av

A0
D= -
0 A



