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Lay 6.5 Minsta kvadrat
Ax=b,AecR™*" m>n.

Antag att rang(A) =n. Titta pd homogena losningar A x = 0:
Az =0<= zcCol(AT)* (1)
ty ¢ dr vinkelréit mot alla rader i A, dvs alla kolonner i AT, dvs & € Col(AT)*.
(1) kan uttryckas:
z € Nul(A) < z € Col(AT)*
Nul(A4) = Col(AT)+
P4 samma sitt om vi betraktar AT
Nul(AT) = Col(A4)+ (2)
Vart problem, minsta-kvadratproblemet: minimera ||Ax — b||2, dvs vi ska vélja den vektor
Az € Col(A)
som #r nirmast b. Losningen ges av att felet b— A £ € Col(A4)*. (fig6)
Men (2) ger da b— A% € Nul(AT),dvs AT(b— A%) =0«
ATAz=A"b (3)
(3) kallas normalekvationerna. Detta &r ett kvadratiskt ekvationssystem med en entydig l6sning.

OvNING: Visa att ATA &r symmetrisk och positivt definit (= reguljir, inverterbar).

ANMARKNING: Men (3) #r inte det bista séttet att 16sa problemet. Tyvirr har ATA ofta ett
stort konditionstal. Man kan visa att ko(ATA) =ko(A4)2. (k(A) =47 ||4]).

EXEMPEL. Los i minsta-kvadrat-mening da

2 1 -5
A=| -2 0 b= 8
2 3 2

Normalekvationerna:

Har 16sningen:
P 4.0714
T\ 33571

r=Ad —b=>|r|,=0.2673



Losning med @ R-faktorisering (MATLABs metod). Férdel: ATA med stort kondtionstal kommer
inte in i rdkningen. Minsta kvadratlésningen ges av

Rz=Q"b (4)
dir A= Q R ar Q R-faktorisering av A.

Bevis. Matematiskt ekvivalent med normalekvationerna (fast inte numeriskt ekvivalent som
berdkningsmetod betraktat.).

ATA:=ATp =

=, (QR)"(QR)&=(QR)Tb=

@ &r ortogonal: vi vill anvinda QTQ =1.
<~ RTQTQR+=RTQTb<=RTRt =RTQTb =
R (och dirmed RT) #r reguljér, inverterbar:

Rz=Q"b O

EXEMPEL

2 1
Gram- 1 1 1 -1
A= —22 g Sch:midt(_3(_11) E( 4; ) )R:QR

6 4
VAR 1 _(6 4
R=QTA=| V* V3 :__:< >
14 0 V14
0 ) VB

Nollan kan tjdna som kontroll att man rdknat ratt. R ska ju vara uppat triangulér.

Lay 6.6 Linjira modeller i statistik.
XB=y
X &r designmatrix, [ dr parametrar, y ar en observation. (fig7) Anpassar ndgra matpunkter till

en linjir ekvation 3y + Bz =y i minsta kvadratmening. Normalekvation X7 X ,é =XTy.

(fig8). Kvadratisk funktion anpassas. Detta &r fortfarande en linjir modell, fast funktionen &r
kvadratisk.

1z 2
x=| 1
1 z, x2,



EXEMPEL pa linjar modell: Keplers ekvation.

Planet, tid t

Planet, tidt 0

Figur 1.

p—esinp=a(t —tp)

e och a #r parametrar som ska bestimmas. Observationer (¢;, ©;), i = 1, ..., m. Overbestamt
system om m > 2.

a(t; —to) +esing; = @;

pa matrisform:

t1 —to sin 1
tz—to sincpg a _ P2
: : e ) :
tm —to sin @, Pm
I matlab:
Indata:
» t0 =
>t=0[.....1%
sfi=[. ... .1

Berékning (MATLAB kor QR-faktorisering):

» x = [ t-t0 sin(fi) 1 \fi;
» a=x(1);
» e = x(2);

Bonusuppgift B12: Anpassa en ellipsbana till m&tpunkter, numeriskt kinsligt. (figl0).

Bonusuppgift B&: Anpassning av en periodisk modell, dyngsmedeltemperaturen éver aret i Gote-
borg. Nar kommer varen?

Bonusuppgift B6: Avgér om punkter i rymden ligger p& en cirkelperiferi. Kolla om punkterna
ligger i ett plan, kolla om de ligger pa en cirkelperifieri. ¢ R-faktorisering.

Lay 6.7 Skaldrproduktrum.



: En skaldrprodukt (innerprodukt) i ett linjért rum V &r en funktion
() VxVoR

sa att féljande regler géller for ue V,v € V,w €V och c€ R.

—_

. {u,v)={(v,u) (symmetri)

[\

Autv,w)=(u,w)+ (v, w)

w

. {cu,v)=c(u,v)

~

. (u,u) >0 med likhet om endast om u =0.

EXEMPEL. Om A ar en symmetrisk positivt definit matris sa ar
(z,y)=2"Ay

en skaldrprodukt.

Bevis.

1. (y,z) = yT"A 2 = (AT y)Tz = (A y)*z = [symmetri hos vanlig skaldrprodukt] = z7(A4 y) =
zTAy=(z,y)

2. (z+y,2)=(x+y)TAz=2TA2z+yTAz=(z,2) + (y, 2).
3. (co,y)=(ca)TAy=caTAy=c(z,y)
4. (z,z)=2T Az >0 for alla z med likhet om och endast om z = 0. O

EXEMPEL: I C%a,b] (méngden kontinuerliga funktioner pa [a,b]) ar

b
<ﬁw=/fwmwa

en skalarprodukt.

: Vinkeln mellan v och v definieras som

9:aurccosM
[l - [l

OvNING: Bestéim vinkeln mellan f(¢) =t och g(t) =#? i C°[0, 1] med skaldrprodukten ovan.

Norm: ||u|| =/ {u,u).

LOSNING:

! 1
(fro)= [ t-ea=g
0 4

1
1
2 __ 2 _ =
1712= [ ea=g

1
1
2 4
g:/t:—
lotP= [ ¢4=3
1

1/4 /15

cosf = =—

1 4
V15

FRAGA: Vad hiinder med vinkeln mellan f=¢" och g=¢t"*! om n— cc?

Svar: 6 = arccos (@) .



