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Definitionen (1) av matrisnorm ger
lAz| <[|A[l |||, Ve (2)

Lésningsnoggrannhet Pa grund av fel i data och/eller avrundningsfel vid berdkningarna,
16ser vi vid berdkning ett system A & = b i stillet for A x = b, dir b = b + Ab &r ett “stort
hégerled”, och A = A+ E &r en stord matris.

Om vi antar endast fel i hégerled, dvs matrisen &r exakt, E =0, si far vi: Vi later Az =2 — x.

Az=5b
A(x+Azx)=b+ Ab

Subtrahera den forsta fran den andra:
AAz=Ab<= Az =A"1Ab
dvs, nir vi nyttjar (2):
[Az|| =A™ Ab|| < [|AH[|Ab| (3)
Vi vill helst ha en uppskattning av relativa felet. Med (2):

ol =[lAz| <Al

eller
o]
|| =
o> 51
Detta ger tillsammans med (3):
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Vianster led dr relativt fel i losningen, hoger led &r en konstant ganger relativt fel i hogerled.
[J[A~Y| - |]A|| kallas konditionstalet.



Konditionstalet betecknas x(A) = ||A~!|| - ||A]|. Det &r bra med ett litet konditionstal. Formeln
sdger att om k(A) ar stort forstirks indatafel kraftigt till ett utdatafel.

Ett system Ax =b med stort x(A) kallas illa konditionerat eller instabilt.
1. Az=b, A R"*" Kklart.
2. Ax=b,AcR™*"™ m>n.

Ortogonalt komplement: € W <= z-w=0Yw € W. (Row A)* =Nul(A).

“Jag har aldrig varit med om en sddan flikt i nagon foreldsningssal. Haftigt!” OH-bladen stannar
inte pa projektorerna.

projw (y)=UUTy
dir U har ortonormala kolonner UTU =TI (men UUT #1).

Lay 6.4 Gramm-Schmidt
Ortogonalisering

SATs: (11): Givet en bas {z;}!_; i W som &r ett underrum till R™. Gér en ortogonalbas sa hér:

V1 =T
2 - V1
Vo=T2—— U1
V1V

x1
v2=x2-x2hat

/ x2hat

Figur 1.
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Det géller att Span{ws,...,vx} =Span{xzi,...,zx} for k=1...p.

ANMARKNING: Gram-Schmidt ger oss en ortogonalbas {v;}¥_;. Vi far en ON-bas genom art nor-
mera v-vektorerna.

EXEMPEL PA GRAM-SCHMIDT

Bestdm en ON-bas for Col(A) da



Gram-Schmidt: (sats 11):
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{u1,u2,us} ar ON-bas for Col(A4).

Om Az =b och man i MATLAB skriver x = A \ b gors
1. om A € R"*"™: Gauss-elimination.
2. om A € R™*": QR-faktorisering.

SaTs: (12): QR-faktorisering.

A € R™*™ med linjért oberoende kolonner, kan faktoriseras: A = Q R déar @ &r m x n med orto-
normala kolonner och R dr n X n uppat triangular med positiv diagonal.




Bevis. Gram-Schmidt:

A=l x1 - zp | Q=] ur - uyn

med zp € Span{x1, ...,z } = Span{ui, ..., ur}: Tk =71 U1 + T2 gUs + - + Tk Uy eller

1,k
T2,k
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EXEMPEL (fortséttning): QR-faktorisera
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Gram-Schmidt enligt ovan:
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0= 1 3 1 -1
T V12 1 1 3
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QR=A= Q"QR=QTA=R=Q"4A

Basbyte mellan oN-baser:
allmént: [z]c = Po B [2]B-
och [z]p = Pol glz]c-

Om bade B och C &r ON-baser s& blir Po. g en ortogonal matris. D4 blir basbytesformeln lite
enklare: [z]p= P& _p[z]c-

Om ATA =1 kallas A en ortogonal matris.
ExXEMPEL: i R? ar standardbasen ( 5 ), ( N ) ortogonal.

Lat

Ocksé ON.

a) bestéim koordinaterna for ( ; ) € R? i basen C.



b) vilket element har koordinaterna ( ; ) i basen C.

Losning a:
1 1 -1
PBeC—E<1 1 )
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[z]c = Por (2] =Psic(zlB
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Lésning b:
1 1 -1 1 1 -1
el =rocetele= 5 (1 1) (2) =3 5')
Symmetrisk matris: A = A”. Positivt definit: 27 A £ > 0Vx, lika med endast om
z=0.



