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Linjara rum, underrum, affin mingd

Linjdra avbildningar; nollrum och virderum

Repetition Linjirt oberoende, bas, dimension, rang och basbyte, Gauss elimination.
Lay avsnitt 4.9 om Markovkedjor ldses endast av dem som véljer bonusuppgift 4.

“Idag blir det lite mera... nytt.”

Lay 2.5 LU-faktorisering.

A € R™*"™ faktoriseras: A= LU déar L &r nedat trianguldr med ettor pa diagonalen och U &r en
uppat trappstegsmatris. L &r inverterbar.

ANVANDNING: Ax=b<= LUx=». Sitt y=Ux:

U=y
Ly=>b

Systemen Ly =b och Uz =y &r enkla att 16sa eftersom de &r “trianguléra”.

Om man har manga system A x = b med samma matris A men olika hégerled b gor man L U-
faktorisering en gang, sedan l6ser man de triangulira systemen fér varje b.

L U-faktorisering gors som Gausselimination:

Radreduktion med elementéra nedat trianguldra matriser.
E,--E;yE.A=U (%)
dar Eu, ..., E, representerar p steg i Gausseliminationen. D& ar
A=(E,—E)"'U=LU
dar L= (E,--E;)~! ar nedat triangular.
OBSERVERA!
E,EiL=1
Radoperationerna i (x) reducerar L till I.
S& har gor vi L U-faktorisering:
1. A— U genom radreduktion

2. Definiera L s& att L — I med samma operationer som i 1.

EXEMPEL
2 —44 -2 2 -4 4 -2 2 —4 4 -2
A= 6 -9 7 -3 |~|l0 3 -5 3 |~|0 3 -5 3 |=U
-1 —-48 0 0 —6 10 —1 0 0 0 5
1 0 O
L= 3 1 0
1
—5—21



Om vi tittar pa forsta steget i eliminationen:

2 —4 4 -2 1 00
EtA=[0 3 -5 3 |medEy=| —3 10
0 -6 10 —1 5 01

Heath, kapitel 2 Numerisk 16sning av linjara ekvationssystem.
Numeriska aspekter

o effektivitet, snabbhet

e noggrannhet

Algoritm: I allmanhet Gausselimination.

Anmarkning: Ofta har man speciella matriser: stora, glesa — d& anvinds speciella, iterativa
metoder (Heath kapitel 11, ingar inte i kursen).

Gausselimination dr stabil endast om man anvénder sa kallad pivotering. Detta innebdr att man
inf6r varje steg byter rader sa att man far s stort pivotelement (till beloppet) som mojligt.

EXEMPEL:

—-0.00lz+y=1
r+y=2

Réakna med tre siffrors precision. Exakt 16sning:

1000
1002
Y= 1001 — 1.00

Gausselimination “utan att tdnka”:

—0.00lz+y=1
(1000 4 1) y = 1000 + 2

3 siffror:

{ —0.00lz+y=1 — y=1= 2z =0 Totalt Fell

1000 y = 1000

Losning: Pivotering, dvs radbyte.

r+y=2 r+y=2
—000lz+y=1 (140.001)y =1+ 0.002
Avrundat:
T+y=2 - -
{ 1.00 y = 1.00 —y=1.00—x=1.00



EXEMPEL pa Gausselimination med pivotering.

110]1 oteri 4 2 1|6
plvotering
22113 byt1e>3 22113 |~
4 2 11(6 110]1
4 2 1|6 42 1|6 xz3=1
1 1 1
~0}§1 01~01 51 01=>a:23—5
03 —3l-2 00 -3]-3 T1=3
ANMARKNING: Utan pivotering:
110]1 1 1 0]1
22113 )~(0 0 1|1
4 2 116 0 —2 1|2
Vi maste gora radbyte.
L U-faktorisering genom Gausselimination:
PA=LU

dér P ar en permutationsmatris som anger radbytena. I vart exempel &r

001
P=1010
100

Tumregel: byte rad 14+ 3 i enhetsmatrisen.

42 1 100
v=l01 5 |, =310
1 1 1

00 -3 121

OBSERVERA: I allménhet méaste man se upp med att senare byten &ven byter element i L-mat-
risen. I MATLAB: far man faktorerna genom “[ L, U, P 1 = 1u(A)”.

Sammanfattning: Losning av Ax =b med L U-faktorisering och pivotering gors i tre steg.
1. PA= LU, Gausselimination med radbyten.
2. Ly=Pb
3. Uzxz=y

2 och 3 &r trianguléra system att 16sa for varje hogerled.

Beridkningsarbete for L U-faktorisering av A € R"*™. Antal flops (flyttalsoperationer):
Steg 1 kréiver ~ zgig operationer.

Steg 2 och 3 kraver a~n? operationer vardera.

Slutsats: Vid manga hogerled med samma matris tjinar man mycket pa att faktorisera en
gang.



ANMARKNING: Inversen till en matris behovs valdigt sallan; behévs inte for att losa ekva-
tionssystem.

Trivialt exempel: 3z = 21.
Inversionslosning: z = % -21=0.333-21 =6.993

Divisionslosning (backslash): z =21/3=7.

2.3 1 Heath vektor- och matrisnormer

"\
mm=m=(zﬁﬁ

langd, 2-norm.
n
llz ]l = Z |z
i=1

1-norm.

lzllo = max |z
1<ign

maxnorm, oO-norim.

1
n P
lzllp=( 3 |zl
i=1

Ip-norm.

Matris-normer (A€ R"*™) definieras utifran givna vektornormer.

Al =max L2
25

Olika vektornormer ger olika matrisnormer.

n
[|A]l; = max Z |a; ;| = max kolonnsumma

i=1

n
|A]|oo = max Z |a;j| = max radsumma
(3
i=1

IA]l2= v/ Amax(ATA) dir Apax dr storsta egenvirde till A7A



