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(figh) V =méngden av styckvis konstanta funktioner pa en fix indelning av ett intervall.

Lay 4.5 Dimension (fortsittning)

SATs: (11): H underrum till V, V' &r ett linjart rum = dim(H) < dim(V). Om dim(H) =
dim(V) sd dr H=V.

SaTs: (12): dim(V) =p,p> 1. Varje uppséttning av p linjart oberoende element &r en bas. Varje
uppsattning av p element som spanner rummet dr en bas.

Dimensionen hos Nul(A) och Col(A4).
dim(Col(A)) = méngden pivot-kolonner.
dim(Nul(A)) = méngden fria variabler i Az =0.

EXEMPEL 2.
1 -21 -7 -6
A= -3 6 4 7 11
2 —-41 -12 —-11

Radreduktion:

Tva pivotkolonner = dim(Col(A)) =2. Tre fria variabler: x5, 24 och z5. dim(Nul(4))=3.

FrRAGA:

Au=f iQ
u=0 pa o

dir A dr Laplace-operatorn. V = {u € C(Q); u € C3(Q), u =0pa 90} dir Q=QU . Visa att V
ar ett underrum till C(2). Hur blir det med:

Au=1 f given
U= pa randen g given
g u SOkt

Vad blir det for 16sningsmangd?

Lay 4.6 Rang.
: rang(A) = dim(Col(A4)). ||.
Row(A), radrummet till A, ir det rum som spénns av raderna till A. Row(A4) = Col(AT).

Vi har tidigare konstaterat att de elementira radoperationerna bevarar radrummet, dvs radekvi-
valenta matriser har samma radrum.

EXEMPEL 1: Bestdm Row(A), Col(A), Nul(A) och rang(A) da

w o N
N
=
— DO



Gor radreduktion:

OO O
OO B -
OO' —

Vi ser att
Row(4)=Span{(1 1 1),(0 4 —2)}

Pivotkolonnerna, nr 1 och 2:

1 1
_ 2 6
Col(A) =Span o'l Z4
3 7
Foér Nul(A) 16s Az =0.
11 1 0 _3
04 —-21]_ o _ 2
00 o |70 | = *TY 3
00 0 0 1

Enligt definitionen &r rang(A)=dim(Col(A)) =2.
SATS: (14): (viktig) A€ R™*"

1. dim(Row(A)) =dim(Col(A)) =rang(A) = antal pivotelement.
2. dim(Nul(A4)) + dim(Col(A4)) =n

Del ett brukar kallas rangsatsen. Del tva brukar kallas dimensionssatsen.

Bevis.

1:
rang(A) =dim(Col(A)) = antal pivotkolonner i A =antal pivotkolonner i radreducerad B

B har en icke-nollrad f6r varje pivotelement och dessa rader ar linjirt oberoende eftersom en rad
inte kan skrivas som linjarkombination av senare rader. —

dim(Row(A)) =rang(A4) = antal pivotelement

dim(Nul(A)) = (antal fria variabler i Az =0) = antal icke-pivotkolonner

och antal pivot + antal icke-pivot = antal kolonner = n, dvs dim(Nul(A4)) + dim(Col(4))=n. O



ANMARKNING: Om A € R"*™ och rang(A) = n s3 kallar Ivar det fér “full rang”. D& &r A inver-
terbar. A kallas da ocksa reguljdr eller icke-singuldr.

Lay 4.7 Basbyte (klurigt)

Lat B = {b;}}=, vara bas i det linjira rummet V (som alltsd har dimension n). D& kan © € V
entydigt skrivas

n O{l
:BZZ a;b;, o; €R, [:1:]32 : eR"™

i=1 (a7

Det finns en entydig motsvarighet: £ € V +— a € R™.

Operationerna har denna motsvarighet:
royeV+—a+BeR?
sOxeV+—s-acR"” seR

EXEMPEL 1. Lat V =Span{sin(¢), cos(t)}. Tag B={sint,cost}.

x=sint —cost<+— [x|p= ( _11)

y=251nt+3cost<—>[y]3=<§)

r@y=3sint+2cost«— [z]g+[y|lp= ( g)

20 = 2sint — 2 cos t «— 2[z]|5 = ( _22 )

En annan bas ger en annan koordinatvektor.
C={ci}i=1 ger [z]c€R™

Hur forhaller sig koordinatvektorerna till varandra?

Baselementen b; kan uttryckas i basen C"

n
b= vjici
i=1

dvs
Vi1
bjle=| "7
Yin

Lat



dvs

.

n

[zlo=_ ajlbjlc=Alx]s

i=1

Da ar

dér A &r matrisen med kolonner [bj]¢, dvs:

| | |
A= ( [b1|]c [b2|]o [bT]C)

Beteckna matrisen A enligt Lay: Po g (transformationsmatrisen fran basen B till basen C). D4
géller basbytesformeln.:

[‘B]C =PFPocn [CU]B

]. ]- . - 2
<O>och<1> ar basen Ci R

Standardbas B &r ( [1) ) och ( (1] ) Lat

EXEMPEL 2:

D& har vi [x]c:

med

1 -1
Pc<—B=<0 1)

- (37)(2)-(757)

Detta ger da



