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Lay 4.3 (fortsdttning) Linjart beroende, bas.

Sars: (4): {v1,...,vr}, v1 # 0 &r linjért beroende <= nagon v;, j > 1 kan skrivas som en linjér-
kombination av v,...,v;_1.

OvNING: (Tentauppgift) Lat {v;}{%, vara linjért oberoende i V. Anta att u ¢ Span{wv;}~,. Visa
att da ar {vy, ..., vm,u }: bevis som Svning — fran definitionen.

FRrRAGA: Betrakta méngden av styckvis konstanta funktioner pa en fix indelning av ett inter-
vall. (figh). Ar den mingden ett linjart rum? Vad kan man ta for bas i detta rum?

Lay 4.4 Koordinatsystem

Sats: (7): Lat B = {by, ..., b,} vara en bas for ett linjirt rum V. Da giller (observera entydig-
heten):

VeeV 3Tle..ec,€R: x=c1by +caby+ - +c,.b,

Bevis. B dr en bas = cy, ..., ¢, existerar, ty basen spinner rummet. For entydigheten antar vi
x=dib1+--+d,b,

och visar dy =«¢y, ..., d,=c,. Vi har
x—xz=(c1—di)bi+ -+ (cn—dn) by

{b;}}=; &r linjért oberoende = c;=d; for alla j. O

: €1, C2, ..., Cn, kallas koordinaterna fér « i basen {b;}i{~;. Koordinatvektorn:

&]
C.2 cR™

Cn
beteckning: [z]s.

Avbildningen x € V — [z]p € R™ kallas koordinatavbildningen relativt basen B.

EXEMPEL 1: Lat P;[0, 1] vara méngden funktioner pé [0, 1]. Standardbas: By = {1, t}. Vi kan
aven ta Bo={1,1+t} som bas i Pi[0,1] ty

1. Bs spdnner: u =at+ c godtyckligt kan skrivas
u=a(l+t)+(c—a)l

2. By ar linjart oberoende, ty 1+ ¢ kan inte skrivas som linjarkombination av 1.

Betrakta u =4+ 3t € P[0, 1].

Bestdm koordinaterna for u i B; och Bs:



B, trivialt:

o= ()
w=3(1+1)+(4—3)1

[u]p, = ( :1,’ )

EXEMPEL 2: koordinater i R™. Visa att vektorerna:

822

1
2,
3

N = O
_ o O

ar bas i R3. Bestdm koordinaterna for

—

i denna bas.

Losning: Lat

o

I
W N =
N = O
- o O

1
Vi ska hitta en linjirkombination av kolonnerna som ger ( 1 ) Om 16sningen ar entydig sa &r
1

basen OK.
100|1 r1=1
21 0|1 | =< xo=-—1 entydigt = basen dr OK
3211 x3=0
Alltsé:
1
[z]ls=| -1
0
Alzlp=z=[z|p
dar
1 0 0
E= o, 11,10
0 0 1

Avbildningen A avbildar B-koordinaterna pa E-koordinaterna. A betecknas

Ps=(bi by ... by)p



Allmént galler:
[x]z=Pglz]B

Detta kallas koordinatbytesformeln. Pz kallas koordinatbytesmatrisen.

Kolonnerna i Pp ar linjart oberoende, for de &r en bas = P &r inverterbar och
[x]5= Pg '[x]E
ExempEL 1. P[0,1], E={1,¢},B={1,1+¢}

u=4+ 3t

[U]E=(§)
(i)

[u]BZPEI[U]E:<(1) _11 )(3):(:1”)

I allménhet berdknar man inte inversen, utan l6ser ekvationssystemet.

och

SATs: (8): Koordinatavbildningen
eV —[x]peR™
om dim (V) = n, ar “omvandbar” och “p&”. Varje vektorrum V &r isomorft med R™. n = dim =
antal element i en bas.
EXEMPEL 3.

Anviind koordinatvektorer fér att visa att 14 2t2, 4+ ¢+ 52 och 3+ 2¢ &r linjirt beroende i P.
Losning: Standardbasen: E = {1, t,¢?}.

1

1+ 2t2 har koordinaterna 0

2
4
44+t+5t? har koordinaterna 1
5

3

3+2t¢ har koordinaterna 2

o

Undersdk om dessa koordinatvektorer &r linjért beroende i R3, 16s Ax =0 dar

143 143
A=l 012 ])~]012
250 000



Tva pivotelement —> kolonnerna &r linjért beroende.

5 0
Al =2 =0
1 0

Polynomen &r linjart beroende och
5(1+2t%) —2(4+t+5t%) + (3+2t) =0

Lay 4.5 Dimension

SaTs: (9): Lat V ha bas {b, ..., by, }. D& dr varje uppséttning av fler &n n vektorer i V' linjart
beroende.

SATs: (10): Alla baser har lika manga element.

: Dimensionen dim V' dr antalet element i en bas for V om n &r &ndligt. V' &r odnd-
ligtdimensionellt om V inte spinns av ett &ndligt antal element.

EXEMPEL:

a) P, har dimensionen n + 1 eftersom antalet element i standardbasen &r {1, ¢, ..., t"} 4r n +
1.

b) R™ har dimensionen n ty standardbasen har n element.

¢) C°(R) = méngden av alla kontinuerliga funktioner pd R. Detta dr ett linjéirt rum, dimen-
sionen dr odndlig.

Bevis. Funktionerna 1, t, t%, ..., t" &r kontinuerliga och linjirt oberoende (de &r bas for P,).
Géller for alla n, godtyckligt stort = C°(R) = oo. O



