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ROUCHES SATS: v &r en enkel, sluten kurva; f och g &r analytiska p& och innanfér 7; g domi-
neras av f, i meningen att |g(z)| <|f(2)|Vz € v (pd kurvan alltsd). D& géller:

f och f+ g har lika manga nollstéllen innanfor v (rdknade med multiplicitet). a
Bevis. f och f+ g kan ej ha nollstéllen pa v, ty (20 € 7y)
fl20)=0 = 0<]g(20)[ <|(f(20)| <0 >!<
Motségelsetecken: >!< eller (figl).
(f+9)(2)=0 = [f(20)|=]|-9g(20)|>|g(z0)] >!<
f+1g kan €j ha nollstillen pa + for ¢ € [0, 1]:

(f+19)(20)=0 = |f(20)|=[—tg(20)[<t[g(z0)] >!<
>|g(zo)

Logaritmiska indikatorn for f+¢g pa :

_ 1 (f'+tg")(2)
F(t)_27riL Frtgls) &

F &r en kontinuerlig funktion av ¢ (1att att bevisa, ty v &r en kompakt méngd).

F(t)=Nfytg—Priig€
——~

=0
Kontinuerlig funktion med heltalsvirden = F' &r konstant.
F)=Ns=F(1)=Ng,

(method of continuity) O

Om f &r en kontinuerlig funktion, K &r en kompakt mingd, s& foljer att f(K) ocksd &r kom-
pakt.

Tag f=sin och méngden R. R &r 6ppen, men sin(R) =[— 1, 1] &r sluten.
SATS: D &r ett omrade, f ar analytisk i D, f #konstant.

= f(D) ar ocksé ett omrade.

f kontinuerlig, U sammanhéngande = f(U) &r sammanhéngande. a

Bevis.

1. Ar det sant att f(D) dr sammanhingande?
w1, w2 € f(D)
?3T:[a,b] — f(D):T'(a) =w1,['(b) =w>
= 3dz1,20€ D: f(z1) =w1, f(22) =we; D sammanhéngande

= 3dvy:{a,b] — D: ~(a)=z, ~y(b)=2z29



Tag I' = f o . Detta &r en kontinuerlig funktion, I'(a) = f(7y(a)) = f(z1) =w; (analogt for b).
2. Ar det sant att f(D) &r oppen? (fig2)

wo € f(D), 736> 0: {Jw —wo| <} C f(D)
Jzp € D: f(z0) =wo
f ar analytisk i D (i zo).
?736>0: Vw:|lw—wo|<d FzeD: f(z)=w
Den sista ekvationen ska ha minst en 16sning, ndr man 16ser efter z.
f(z0) —wo=0
f(z)—wo=0 iz=2
2o ar ett nollstélle till f(z) —wo=>3 en punkterad omgivning till zq i vilken f(z) —wp#0.
f(2) —wo#0 pa 7.
| f(z) —wo| #0 pa 7
reellvird, kompakt mingd = | f(z) — wo| antar minsta virde pa ~..

= min|f(z) —wo|=0>0
'-YE

Tag wy: |w; —wo| < 6, géller d& wy € f(D), dvs finns det nagon 16sning till f(2) —w; =01 D, dvs
finns det nollstéllen till f(z) —wy 1 D?

Vi vet: f(z) —wp har nollstélle innanfor ..
Vi vill ha slutsatsen att f(z) —w; har nollstélle innanfor ..
f(z) —w1= f(2) —wo+ wo—wy
P& 7.: | f(2) — wo| = § > |wy — wy|. Enligt Rouchés sats har f(z) —wo och (f(2) — wo) + (wo — w1)
= f(2) — w1 lika manga nollstillen innanfor ., alltsd minst ett (rdknar med multiplicitet).
3z €D sd att f(z1) —w1=0
= w1 € f(D)
= {|lw —wp|<d}C f(D)
= f(D) 6ppen. O

MAXIMUMPRINCIPEN: f: D — C, f #konstant, f dr analytisk

= | f| kan inte ha lokalt maximum i D

Bevis. (figd) Antag motstsen, dvs |f(z)| har ett lokalt maximum i z9 € D. |f(z)| har globalt
maximum i ett mindre omrade Dy, i z9. Vi vet att wo = f(20) &r en inre punkt for f(D;). (figd).
wo € f(Dy) tilslammans med en omgivning. |wo| = maxs(p,) |w|. Motségelse! Ty omginvingen
maste innehalla punkter med storre belopp (langre bort fran origo).



= | f| har ¢j lokalt maximum i D. O

(Maximumprincipen gar ocksé att fa direkt frdin Cauchys integralformel.)

o] ﬁ
/0 m2+2w+5dw

(Det gar att pa precis samma sitt rdkna
P(z) o )
z*dzx
Q(z)

/l)
def

2 — ealog z

Uppgift 2.6.14

Val av gren: z& = 8%, (fig5).

FS,R:[5aR]UCRU[EaR]U(_76)
H

log.z: snitt [0, 00), 0 < @ < 2 . Grénserna tillater vi genom att tdnka pd Riemannytan, och
betrakta 0 som ovansidan av snittet och 27 som undersidan av snittet.
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Vi behover alltsa 16sa 22+22z+5=0:
(z+1)2+4=0

z1,2:—1:|:2i:\/3(—%:1:i%>

Bestdma vinkeln blir krangligt.



