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Uppgift Lat f(z) vara den gren av (22 +1)2 som &r definierad i C\ {z:Rez=0,|Im z| <1} och
som uppfyller f(1)=+/2. Berékna f(—1).
(figl)
Notera att

1

f(2)=(z =12 (z+1)

— |

Déar * och t markerar val av gren.

F(zssart) = belopp - el(012Km) /2 (i(02t2im)/2

=belopp - e("1102)/2 . gi(k+D7

Efter ett varv runt snittet

f(zslut) = belopp - ei(€1+27r+2k7r)/2 . ei(92+27r+2l7r)/2 —

.27 .27

= f(zstart) ez ez = f(zstart) P = .f(zstart)

1
= Trots att oo inte ir med si &r snittet lampligt for val av gren av (22 +1)=.

(fig2).

[(2)=(z~0)F (s +1)2 =

-

=Dbelopp - e!(?112km)/2  gi(62+2Im)/2
F) = V2 CTHERm 2 iGram) 2
:ﬁei(kﬂ)ﬂgi‘/:etﬁ
()%, ke {0,1},1€ {0,1}. Viljer k=1=0.

F(—1)= g3 dE0)2 G0 s W) g

(fig3) g(z) gren av (22 + 1)% g(1) =+/2. Berdikna g( —1).

Laurentutvecklingar
SATS: f analytisk i cirkelringen {r < |z — zo| < R}

o0

= f(2)= Z an(z — 20)" Vze{r<|z—2z| <R}

o £0)
’%i/w oz

[# nagon derivata av f]

Qp,

v C cirkelringen, gar runt “halet”.



Bevis. (Imiterar beviset fér Taylorutvecklingar.)

(figd). T'= g, Usnitt inU ( — ~,,) Usnitt ut.

r<ri<R;<R
zir<ri<|z—zo|<R1<R (r1, Ry valjs lampligt for z)

f ar analytisk pa och innanfor I'. z ligger innanfér I'. Enligt Cauchys integraformel:

1) =55 [ Eac

f=lo L
T YRy snitt in —Yrq snitt ut

(snitt in och snitt ut &r samma kurva at olika hall)
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Konvergent ty |z — zo| < R1=|{ — 20| <=

< 1. Integrera termvis:

1

:_/ £(9) 1+<—zo+(<—Zo)2+... a
le—zo Z— 20 Z—20

Konvergent ty |z — zo| =71 < |2 — 20| <= ‘5:—22

< 1. Integrera termvis:
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Bade ~,, och g, kan deformeras till

3 1 Fi(9)

= f(2)= Z an(z — 2p) daran:27ri[Y(C_Zo)n+1dC,n€Z O
n=—oo

Isolerade singulidra punkter

: 2o kallas isolerad singuldr punkt (singularitet) fér f om f &r analytisk i en punk-
terad omgivning till zg. (deleted neighbourhood).

f analytisk i {0 < |z — 29| < R} (specialfall av cirkelring) = f har Laurentutveckling i {0 < |z —
Zo| < R}

1. Om utvecklingen ej innehaller negativa potenser (av z — zp), s& kallas zp havbar singu-
laritet (removable).

2. Om utvecklingen innehéller dndligt manga negativa potenser, si kallas zy pol

3. Om utvecklingen innehéaller odndligt manga negativa potenser, sa kallas zp viisentlig sin-
gularitet (essential).

EXEMPEL.

1. Laurentserien = Taylorserie = f analytisk.

: . . sinz 1 23 L 22
Ej definierad i 0: ; _;(z_§+...>_1_§+...

Utvecklingen kring 0 innehaller inga negativa potenser. 0 ar en hivbar singularitet.

2. a.
f(Z)Zm

Detta ar precis f:s Laurentutveckling kring punkten 2. Detta &r en pol av ordning 2.
: 2z ar pol till f, kring zo:

_ A _m A_m+1 a—1
flz)= (z—2z9)™ + (z—2z9)™ 1 toet z—2p

+ao+ -

a,=0Vn<—m

a_m#0 } da kallas zp pol av ordning m.

2. b.

_sinz 1 2z 2%

=" ="3"5

2o =0 dr en pol av ordning ett (enkelpol).
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|z| > 0. Hér har vi odndligt manga negativa potenser av z. zo =0 &r en visentlig singularitet.

Sars: f analytisk i {0 <|z — 29| < R}. Da:
1. 2z ar en hévbar singularitet <= 3lim,_, ,, f(z) # .
2. 7 &r en pol <= lim,_,,, f(z) = 0.

3. zp ar en vasentlig singularitet <= ;’Elimz_no f(2z), vare sig andligt eller oandligt.
1
EXEMPEL: e=: 0 &r visentlig singularitet.

lim e=o0
z=x—0+

1
lim e==0
z=z—0—

1
OvNING. Lat A € €. Visa att man kan vilja séitt for z att ga mot 0 sa att e= gar mot A. (Tips:
z—0<=|z|—0)

SaTs: (Weierstra®’ sats). Om f har visentlig singularitet i zp och A € C, sa finns sitt for z att
nirma sig zg sd att f(z) — A.

SATs: (Picards stora sats). f har en vésentlig singularitet i zg, godtyckligt valt € >0 (litet, f ska
vara analytisk i 0 < |z — zo| < €).

= f antar alla komplexa tal som virden i {0< |z — 29| <€},
utom mdjligen ett tal.
1
OVNING. Visa att det dr sant for e=, 2o =0. (Det undantagna talet &r noll.)
Uppgift 2.3.4 Berikna

sin z z2=2-0
/ ——dz=| sinz=f(z) |=27if(0)=27isin0=0

21 z Cauchys formel

Integranden &r “egentligen” analytisk, &ven i nollan. D& sdger Cauchys sats att det ska bli noll.

Uppgift 2.3.4’

sin z sinz/z ... Sinz .
;- dz= —/dz:27r1hm =27i
z z 220 2

|z|=1 |z|=1

Alternativt:

sin z
22

dz=27if'(0)=2mi



