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f: D — C analytisk i omradet D (6ppen, sammanhéngande mangd):

= { u=Re f bada harmoniska
v=Im f

f(z)=u(z,y) +iv(z,y), 2= +iy.

Foljer av Cauchy-Riemanns ekvationer:
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Om f &r analytisk i D = Cauchy-Riemmans ekvationer ar uppfyllda i D.
Om u,v € C}(D), Cauchy-Riemann giller i D = f ir analytisk i D.
tef=e"(cos y+isiny).

e? &r en hel funktion (analytisk i C). ((iii;: e?.
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cosz=————, sinz=——-——
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Om z=2 € R s far vi de vanliga sinus- och cosinus-funktionerna.

e . e* —
coshz= — sinh z =

Samma formler géller som i det reella fallet. Bevisen skiljer sig dock:
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(sinz) = - = - =cosz
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(f+9)'=f+g
(fo)'=f'g+fg

e visar sig vara periodisk med perioden 27i. e* #0Vz € C.

Aven cosh, sinh blir periodiska. sin z, cos z &r obegriinsade for komplexa z.
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sin(iy):e 2ie :i(e 2e ):isinh(y)

Alltsa har vi |sin(iy)| — oo d& y — oo, ty |isinh(y)|=|sinh y| = o0 d& y — 0.

cos(iz) =cosh z



Logaritmfunktionen

Flertydig! log z =7 Inversen till e*. Satt w=e?, logw="7
def .. ..
e =—=¢e%(cosy +isiny) =w = p(cos ¢ +isin ¢)

e’=p < zx=lnyp
y=p+2kn=argw, keZ

z=Rez=In|w|

z=logw om { y=1Im z = arg w

logz=1n|z| +iargz Vz#0

EXEMPEL.
1)
log(—1)=1In| — 1| +i (7 + 2kn)
0
log(—1)=i2k+ 1)«
2)

log(1+i):1n\/§+i(£+2kﬂ)

1 2%, dir z,a € C, z#0.
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I allménhet flertydig.
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Ofta vill man vdlja entydiga grenar av flertydiga funktioner. (figl)
Entydighet: man ska inte kunna ga runt origo.
Snitt: mellan 0 och oco. (fig2)

Principalgren av arg z: man skir upp langs negativa realaxeln. Vi far da Argz.
—m<Argz<«

(Vi studerar ofta omraden: 6ppna, da spelar grinsen ingen roll.)

Argz dr ingen analytisk funktion. Omréde:
Logz=In|z|+iArgz
EXMEPEL:
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Om f=wu+iv ir analytisk i D = u, v harmoniska.
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u, v ar varandras harmoniska konjugat.

Fraga: Om v dr harmonisk i D, finns det en analytisk funktion f: D — C sa att u=Re f7

Svar: Nja. Ja om D &r enkelt sammanhingande.
4.1.1.2)
u(z,y)=z*—622y%+y*
D=R? “= C

0?u  O%u 7
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Pa grund av symmetri far vi

0*u
a—yzz 12 y2 —12 332

Au=0: harmonisk funktion
Vill rekonstruera v:

v
=Z—=4z3—-12x¢?
By Yy

ou
Or
v= / (4z3 — 12z y?)dy + p(x)
Dar ¢(z) ar en godtycklig funktion av z, konstant med avseende pé y.

v=4z3y — 4z y® + p()

%:12x2y—4y3+<p’(x):—%:—4y3+12yz2

= ¢p'(z) =0= p(z) =konstant € R
= 3f(z):u=Re f
f(z)=a*—62?y* + y*+i (423y — 4z y®) +iC
Uttryck i termer av z.

z+Zz z2—Z - . .
L. er s Y= Z ska forsvinna.




2. Tag y=0 och byt ut z mot z.
flz)=2*+iC

Moébiusavbildningar (Kapitel 3: Linear fractional transformations)

_az+b =
f(z)—cz+d, z2eC=CU{x}
a,b,c,de C
az+b _caz+bc a_a 14 bc—ad _%, bc—ad _
cz+d acz+da ¢ ¢ acz+ad) ¢ AEz+cd

= konstant + nagot /linjir sak

Krav: bc —ad#0 (annars blir det ju valdigt ointressanta avbildningar).

f &r en sammansittning av f6ljande tre typer:

z+ A translation
Bz omskalning och rotation

% inversion (spegling i cirkel)

_az+b _a 1 bc—ad
c

c cz+d

f(z)_cz-i-d_c



