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Fourierserie på ett intervall

1) Låt f(θ) vara definierad på intervallet − π < θ < π. Vi fortsätter f till hela R som en peri-
odisk funktion. 〈fig1〉

2) Låt f(θ) vara definierad på intervallet 0<θ<π. 〈fig2〉. Fortsätter på (−π, 0).

... som en udda funktion eller

... som en jämn funktion.

Fourier-serie för den jämna fortsättningen:

f(θ)=
a0

2
+

∑

n=1

∞

an cosn θ+
∑

n=1

∞

bn sinnθ, bn = 0

an =
2

π

∫

0

π

f(θ) cosnθ dθ

utveckling i cosinus-Fourier-serie.

Foiurier-serie för den udda fortsättningen

f(θ)=
a0

2
+

∑

n=1

∞

an cosnθ+
∑

n=1

∞

bn sinnθ

an = 0

bn =
2

π

∫

0

π

f(θ) sinnθ dθ

〈fig3〉

Konvergens av Fourier-serier på (0, π).

1) cos-F-serie konvergerar mot
f(θ+) + f(θ

−
)

2
för alla θ ∈ (0, π) och mot f(0 + ); θ= 0. f(π − ), θ=

π.

2) sin-F-serie konvergerar mot
f(θ+)+ f(θ

−
)

2
, 0<θ <π och mot 0 då θ= 0, θ=π.

Fourier-serie på ett godtyckligt intervall

1) x∈ (−L, L); F (x). Variabelbyte: θ=
x π

L
, x=

θ L

π
.

g(θ)=F

(

θL

π

)

g(θ) =
∑

n=−∞

+∞

cn einθ

F

(

θL

π

)

=
∑

−∞

+∞

cn einθ =
∑

−∞

+∞

cne
in

πx

L

F (x) =
∑

−∞

+∞

cn e
in

πx

L

cn =
1

2π

∫

−π

π

g(θ) e−inθdθ=
1

2π

∫

−π

π

F

(

θL

π

)

e−inθdθ=

=
1

2L

∫

−L

L

F (x) e−inπx/Ldx
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2) F (x), 0<x<L.

F (x)=
a0

2
+

∑

n=1

+∞

an cos
nπx

2
; an =

2

L

∫

0

L

F (x) cos
nπx

L
dx

F (x)=
∑

bn sin
nπx

L
; bn =

2

L

∫

0

L

F (x) sin
nπ x

L
dx

Värmeekvationen ut − uxx =0. 0<x<π, t > 0

u(t, 0)= u(t, π)= 0; u(0, x)= ϕ(x).

Vi söker lösningen u(t, x) som en F-serie i x-variabeln med koefficienterna beroende av t. Rand-
villkoren ger: sinus-F-serie.

u(t, x)=
∑

n=1

+∞

bn(t) sinnx

Sätter in i evkationen:

VL=
∑

n=1

+∞

bn
′ (t) sinnx−

∑

n=1

+∞

bn(t) (−n2) sinnx=
∑

n=1

+∞
(

b′(t)+n2bn(t)
)

sinnx=HL= 0

Fourierserie av funktionen 0. Fourierkoefficienterna av nollfunktionen är noll.

bn
′ (t) +n2bn(t)= 0

bn(t)= bn(0) e−n2t

u(t, x)=
∑

bn(0) e−n2t sin nx

u(0, x)=
∑

bn(0) sinnx= ϕ(x)

Det är F-serie för ϕ på [0, π]. bn(0) är Fourierkoefficienterna av ϕ.

bn(0)=
2

π

∫

0

π

ϕ(x) sinnxdx

u(t, x)=
∑

n=1

∞
2

π

∫

0

π

ϕ(x) sinnxdx · e−n2t sinnx

Varför är det tillåtet att termvis derivera Fourierserie för lösningen?

För t> 0:

bn(t)= bn(0) · e−n2t

går mot 0 väldigt snabbt då n→∞.

∑

|bn(0) e−n2t| konvergerar

Deriverade serier:
∑

|n bn(0) e−n2t| konvergerar

∑

|n2 bn(0) e−n2t| konvergerar
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Enligt Weierstraß’ test konvergerar deriverade F-serie likformigt.

⇒ derivator av u(t, x) kontinuerliga. u(t, x) deriverbar många gånger

⇒ det är tillåtet att termvis derivera.

Värmeekvationen ut − uxx =0. 0<x<π, t > 0

ux(t, 0)= ux(t, π) =0; u(0, x) = ϕ(x). Randen är värmeisolerad.

∑

an cosnx

d

dx
(cosnx)=−n sinnx

u(t, x)=
∑

an(t) cosnx

Sätt in i ekvationen:

∑

(an
′ +n2an) cosnx=0

Det är en Fourierserie av funktionen noll. Funktionen noll har Fourierkoefficienterna 0.

⇒ an
′ (t)+n2 an(t)= 0

an = an(0) · e−n2t

an(0) hittar vi ur begynnelsevillkoret.

u(0, x)=
∑

an(0) cosnx= ϕ(x)

an(0) är cos-F-koefficienterna av ϕ.

En variant till

u(t, 0)= 0;ux(t, π) =0

Vågekvationen

utt −uxx = 0

{

0<x<π
t> 0

,







u(0, x)= ϕ(x)
ut(0, x)= ψ(x)
u(t, 0)= u(t, π)= 0

u(t, x)=
∑

bn(t) sinnx

Sätter in i ekvationen:

∑

(

bn
′′(t) sinnt+n2bn(t) sinnx

)

=
∑

(bn
′′+n2bn) sinnx=0

bn
′′+n2 bn = 0

Karakteristiska rötter k=±n i ger

bn(t)=An cosnt+Bn sinn t
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An och Bn får vi ur begynnelsevillkoren (bn(0) =An, bn
′ (0) =Bn):

u(0, x)=
∑

bn(0) sinnx= ϕ(x)

bn(0) — sin-F-koefficient av ϕ:

bn(0)=
2

π

∫

0

π

ϕ(x) sinnxdx

bn
′ (0):

ut(0, x)=
∑

bn
′ (0) sinnx= ψ(x)

bn
′ (0) är sin-F-koefficenterna av ψ:

bn
′ (0)=

2

π

∫

0

π

ψ(x) sinnxdx

u(t, x)=
∑

(An cosn t+Bn sinn t) sinnx

Fourier-transformation (kapitel 7)

f(x),−∞<x<∞, f→ 0, |x|→∞.

“Vi antar att funktionen går mot noll i oändligheten, kanske tillräckligt snabbt.”

x∈ (−L,L)

f(x)=
1

2L

∑

cn,L einxπ/L

cn,L =

∫

−L

L

f(x) e−inyπ/L dy

ξn =
nπ

L
, n∈Z

∆ξ=
π

L

f(x) =
1

2π

∑

cn,L eixξn∆ξ

∆ξ= ξn+1− ξn

När L→∞:

cn,L� ∫

−∞

+∞

f(y)e−iξnydy= f̂ (ξn)

f(x)=
1

2π

∑

f̂ (ξ) eixξn∆ξ →
1

2π

∫

−∞

+∞

f̂ (ξ)eixξ dξ



















f̂ (ξ) =

∫

−∞

+∞

f(y) e−iξydy

f(x) =
1

2π

∫

−∞

+∞

f̂ (ξ) eixξdξ

f̂ (ξ) kallas Fouriertransformationen av f(x). Den andra formeln kallas för inversionsformeln.
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F ; invers: F−1.

f(x)
F

⊃ f̂ (ξ)

För processer i tiden t, vinkelfrekvens ω.

Definitioner:

L1 =L1(R)= rummet av funktioner f(x):

∫

−∞

+∞

|f(x)| dx konvergerar

L2 =L2(R)= rummet av funktioner f(x):

∫

−∞

∞

|f(x)|2 dx konvergerar

Om f ∈L1, så |f(y) e−iξy |= |f(y)| ⇒ integralen i f̂ (ξ) konvergerar och f̂ kan definieras.

Exempel.

1)

f(x) =

{

1 om− b<x< b

0 om |x|>b

f̂ (ξ)=

∫

−b

b

e−iyξ dy=

[

1

− iξ
e−iyξ

]

−b

b

=
1

− iξ

(

e−ibξ − eibξ
)

=
2 sin bξ

ξ

2)

f(x) =

{

e−ax, a > 0, om x> 0
0, om x< 0

f̂ (ξ)=

∫

0

+∞

e−ay e−iyξ dy=

[

1

− a− iξ
e−ay−iyξ

]

0

+∞

=
1

a+ iξ

3)

f(x)= e
−

ax
2

2

Inversionssatsen i L
1

Låt f ∈L1 och styckvis glatt. Då gäller

1)

lim
ε→0

1

2π

∫

−∞

+∞

f̂ (ξ) e−εξ2

eixξ dx=
f(x+ )+ f(x− )

2
= [om f är kontinuerlig] = f(x)

Faktorn e−εξ2

regulariserar integralen för att göra den konvergent.

2) Om f̂ cokså tillhör L1, så

1

2π

∫

−∞

∞

f̂ (ξ)eiξxdξ=
f(x+ )+ f(x− )

2
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Diskussion om L
1 och L

2

f(x) =

{

0, då x< 1

x−α, då x> 1

L1:

∫

1

+∞

x−α dx konvergerar om α> 1

L2:

∫

1

+∞

x−2α dx konvergerar om α>
1

2

f(x)=

{

x−α om 0<x< 1
0 annars

L1:

∫

0

1

x−α dx konvergerar för α< 1

L2:

∫

0

1

x−2α konvergerar för α<
1

2

Funktioner i L1 måste gå mot noll snabbare än i L2, men de tillåter starkare lokala singular-
iteter.

Fouriertransformation och inversion i L
2

Vi definierar Fouriertransformation för f ∈L2 enligt

f̂ (ξ) = lim
ε→0

∫

−∞

+∞

f(y) e−εy2

e−iyξ dy

lim
ε→0

1

2π

∫

−∞

+∞

f̂ (ξ) e−εξ2

eixξ dξ→

{

f(x) om f är kontinuerlig i x
f(x + )+ f(x − )

2
annars

Om f(x)∈L2:

f̂ (ξ)= lim
ε→0

∫

−∞

+∞

f(y) e−εy2

e−iξy dy

och

lim
ε→0

∫

−∞

+∞

|f(x)− fε(x)|
2dx=0

(

konvergerar i L2
)

fε(x)=
1

2π

∫

−∞

+∞

f̂ (ξ)e−εξ2

eixξ dξ

fR(x)=
1

2π

∫

−R

R

f̂ (ξ) eixξ dξ

∫

−∞

+∞

|f(x)− fR(x)|2dx� 0 då R→+∞
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