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Fourierserie pa ett intervall

1) Lat f(@) vara definierad pé intervallet — 7 < 6 < m. Vi fortsitter f till hela R som en peri-
odisk funktion. (figl)

2) Lat f(0) vara definierad pa intervallet 0 < 6 < 7. (fig2). Fortsitter pa (—,0).

. som en udda funktion eller

Fourier-serie for fortsdttningen:
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utveckling i cosinus-Fourier-serie.

Foiurier-serie fér den udda fortséttningen
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(fig3)

Konvergens av Fourier-serier pa (0, 7).

1) cos-F-serie konvergerar mot w for alla 6 € (0, ) och mot f(0+);0=0. f(r—),0=
.

2) sin-F-serie konvergerar mot w, 0<f<mochmot0dafd=0,0=m.

Fourier-serie pa ett godtyckligt intervall

1) z€(— L, L); F(z). Variabelbyte: 9:%, z=2L
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2) F(z),0<xz<L.

Varmeekvationen wu; — =0.0<x<m,t>0
u(t,0)=u(t, ) =0; u(0,z) = go(m)

Vi soker 16sningen u(t, ) som en F-serie i z-variabeln med koefficienterna beroende av ¢. Rand-
villkoren ger: sinus-F-serie.
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Satter in 1 evkationen:
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Fourierserie av funktionen 0. Fourierkoefficienterna av nollfunktionen ar noll.

bp(t) +n2ba(t) =0

Z b ( tsin nx
Z bn(0) sinnz = p(x)

Det &r F-serie for ¢ pé [0, 7]. b,(0) &r Fourierkoefficienterna av ¢.
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Varfor ar det tillatet att termvis derivera Fourierserie for 16sningen?

For ¢ > 0:

gar mot 0 vildigt snabbt da n — oo.

Z |b,(0) e~ | konvergerar
Deriverade serier:

Z Inb,(0)e~""| konvergerar

Z [n2b,(0)e~""f| konvergerar



Enligt Weierstraft’ test konvergerar deriverade F-serie likformigt.
= derivator av u(t,x) kontinuerliga. u(t,z) deriverbar manga ganger

= det ar tillatet att termvis derivera.

Viarmeekvationen wu; —u,,=0. 0<x<mw,t>0

ug(t,0) =uy(t, 7) =0; u(0,z) = (x). Randen ar varmeisolerad.
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d .
—(cosnx)=—nsinnz

dx
u(t,z) = Z an(t) cosnx
Satt in i ekvationen:
Z (as, +n2a,) cosnz =0
Det ar en Fourierserie av funktionen noll. Funktionen noll har Fourierkoeflicienterna 0.

= a(t) +nan(t)=0

a,(0) hittar vi ur begynnelsevillkoret.

u(0,2)= Z an(0) cosnz = ¢(x)
an(0) &r cos-F-koefficienterna av ¢.

En variant till

u(t,0)=0;uz(t,7) =0

Vagekvationen

Sétter in i ekvationen:
Z (b (t) sinnt +nb,(t)sinnz) = Z (b) +n2b,) sinnz =0
b +n2b,=0
Karakteristiska rotter k==+ni ger

bn(t)= A, cosnt+ B,sinnt



A, och B, far vi ur begynnelsevillkoren (b,(0) = A,, b,(0)=B,):

u(0,2)= Z bn(0) sinn x = ¢(x)

b, (0) — sin-F-koefficient av ¢:

b, (0):
u(0,z) = Z b;,(0) sinnz = 1)(x)

b,,(0) dr sin-F-koefficenterna av 1:

bg(O):z/ P(z)sinnzdz
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u(t,x)zz (Apcosnt+ Bysinnt)sinnz

Fourier-transformation (kapitel 7)
f(z),—oco<z <00, f—0, |z]|— 0.
“Vi antar att funktionen gar mot noll i odndligheten, kanske tillrdckligt snabbt.”
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f(€) kallas Fouriertransformationen av f(z). Den andra formeln kallas for inversionsformeln.



F; invers: F L

For processer i tiden t, vinkelfrekvens w.
L'= L}Y(R) =rummet av funktioner f(x):
—+ oo
/ |f(z)|dz konvergerar
L?=L*(R) =rummet av funktioner f(x):
/ |f(z)]?dz konvergerar
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Om feLl, sa|f(y)e €| =]|f(y)| = integralen i f (&) konvergerar och f kan definieras.

EXEMPEL.
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Inversionssatsen i L?!

Lat f € L' och styckvis glatt. Da giller
1)

hmi e f(&)e—ggzelzgdz:f($+)42’f(1'*)

1 =[om f dr kontinuerlig] = f(x)
e—0 — 00

Faktorn e¢~<¢” regulariserar integralen for att goéra den konvergent.

2) Om f coksa tillhér L, s

i/oo f(g)e1§md§:f(x+)+f(z7)



Diskussion om L' och L2

f(x){ 0,70[ daz<l1

™% daz>1

L% z~%dz  konvergerar om o > 1

+oo 1
L% / r~2*dx  konvergerar om o > 5
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L% / x~%dr konvergerar for o <1
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L% / x~2%  konvergerar for o <%
0

Funktioner i L' méste ga mot noll snabbare &n i L2, men de tillater starkare lokala singular-
iteter.

Fouriertransformation och inversion i L?

Vi definierar Fouriertransformation for f € L? enligt
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