2007-01-22 Grigori Rozenblioum, 5309, (grigori@math.chalmers.se), MVL2071

Virmeekvationen i en rumsvariabel x och tiden t:

ou 0%u

o om0

Vi soker u(z,t): temperaturen i punkten z vid tiden t.
u(z,0) = p(x) — begynnelsevillkor. 0 < z < .
u(0,t) =0, wu(m,t)=0 — randvillkor.

Detta blir randvardesproblemet for varmeekvationen.

Losning
Steg 1: Vi soker enkla, elementéra l6sningar pa formen u(z,t) = X (z) T(t).

Vi kastar bort begynnelsevillkoret.

ou

Satter 1 ekvation: u; = 5

X () Ty(t) — Xaa(z) - T(t) =0

delar med X (z) T(t) — vi gor det formellt, for det finns en risk att nagot &r noll, och “det ar
valdigt starkt férbjudet att dela med noll”:

To(t) _ Xea(2)
@)  X(z)

= A =konstant (ty VL oberoende av z, HL oberoende av t)

X-ekvationen:
Xez—AX=0

Detta &r en linjér, ordindr differentialekvation (ODE). Randvillkor: samma som for u: X (0) = 0;
X (m)=0.

Karakteristisk ekvation:

B-A=0 = k=%
Allmé&nna 16sningen:

X(z)= AeVAe 4 Be~VAz

Satter in 1 randvillkoret:



A =0 ger ingen intressant 16sning (X (z) =0).
eVAT _e VAT _g

ig‘?ﬁr(@ﬁ“ — 1) =0

e2VAT =1
WAr=2nni, n=0,+1,+2,...
VA=ni
A=-n2, n=0,1,2,..
X(z)=A(el"® —e~in®) =2 Aisinnz
n=0 gar inte (X blir 0). n € NT passar. Vi tar det A som #r bekvimt: A= %
Xp(z)=sinnz, n=12,..
T-ekvationen
Ti(t) =AT(t)
T(t)=ae
dar a ar en godtycklig konstant. Ett system av 16sningar:
T,() =ane ™t n=1,2,..

Steg 2:
Vi kombinerar elementéra l6sningar fér att uppfylla begynnelsevillkoret.

Vi soker 16sningen u(z,t) pa formen
oo
u(z,t) = E ane~"tsinnz
) - n
n=1

Anpassa koefficienterna a,, si att begynnelsevillkoret uppfylls.

Sétter ¢ =0:
o0
Z apsinnz = ()
n=1

“... och det blir dags for stort trolleri nummer tva.”

Multiplicera ekvationen med sin kx.

Z ap sin(n ) sin(kz) = ¢(z) sin (k z)

n=1



Integrerar:
Z an/ sin(nz) sin(kzx) dw:/ sin(kz) ¢(z)dz
n=1 0 0

Alla dessa integraler, utom en férsvinner. Om k # n:
/ sin(n ) sin(kz) dz =0
0

Bara n =k 6verlever.

Fourierserie av periodiska funktioner
f@): f0+2n)=f(0), —oco<f<+ox

De enklaste periodiska funktionerna ar e”®, n € Z. Vi vill framstilla funktionen f som en
summa av e

+0o0
f(a): Z cneine

n=—oo

For att hitta ¢, multiplicerar vi med e~1k¢

och integrerar:

(“vi ska se senare varfor det blir battre med minus”)

2 —iké § 2 i(n—k)0
f 0)e 0 do = / Cn e' dé
( ) 0

0 n=-—oo

— “ett osynligt fel, som blir synligt pa fredag”.
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/ el(n—k)ﬂdez = ll(n_k)]o = 1(n—k) =0 om n%k
0
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Talen c,, kallas Fourierkoefficienterna av f(#) med avseende pa systemet e’

o0
Z cne'™? kallas Fourierserien av f med avseende pa systemet el

n=—oo



