Ovning 2006-01-19

2.14 f(z,y) satisifierar f; —3f,=0. Visa: linjen y =1 — 3z &r en nivakurva till f,

dvs f(z,1— 3z) =konstant (nivikurva = hojdlinje).
Bevis. Linjen:

{ ;j_& : h(t)= f(t,1-31)

W)= fia'+ £y = fi 1= 3£ =0
Det vill siga: h ar konstant. |
2.21 Differentialekvation 2 f; + f, =0. Infoér nya variabler =2 —ky och v=x+ky dar k#0.
fo=fave + fova=fut fo
fy=fauy+ fovy=—k futk fy
= 2fi+ fy=2—F) fu+ 2+ E) f5=0
Vilj k= — 2:
4fu=0= f(u,v)=g(v)

I z,y-planet: f(z,y)=g(x —2y). [Detta dr den allménna lGsningen]

Soker speciell 16sning sadan att f(z,0) =sinz = g(x).
Svar: f(z,y)=sin(z —2y).

2.23 Differentialekvation: y f; —z f, =23y + zy>. >0,y >0.

Ledning: Infér nya variabler:
u=z?+y?
v=z2—9y?
Losning;:

fo= faug + fove =22 fy+ 22 f,
fy=fauy + fovu=2y fu—2y fu

= yfi-ofy=0+dzy fi=oy(a®+y?)
dvs (i w och v):
fo=u= f(u,v):%uv+g(u)
I z-y-planet:

Flw,9) = 7(e — y") + g(a + )



Speciell 16sning;:

t gyt 2242

f(2,2) =0+ g(20%) =0® = g(2) =5 = fla,y) =

2.35 “Bra uppgift kommer nu.” f(z,y, z) = 22 + y2 + 22. Vilka virden antar f, i (2, 3, 6)7 Det
vill siiga bestdm virdeméngden till riktningsderivatan.

Sta?+y?+22=1

ST R

Riktningsderivata: v grad £(2,3,6) v

} kontinuerlig, antar ett maximum (S &r kompakt)
Losning: f4(2,3,6) =grad f(2,3,6) - v.
.. antar maximum — némligen [grad f(2,3,6)|. (och minimum = —maximum)
grad f =2(z,y,2)
lgrad £(2,3,6)| =2(2,3,6)| =2v/4+ 9+ 36 = 14

S #r bagvis sammanhingande, riktningsderivatan #r kontinuerlig = f,(2, 3, 6) antar alla viirden
mellan — 14 och 14 (inklusive).

2.58 a) Transformera differentialekvationen

f 0°f Of _ oy
.TW + 81:6:!/ + % =re
genom att inféra de nya variablerna
u=zxe Y
v=y

Losning;:
o= faug + fove ="V fy
fao=(fa)e=e"Y(fu)o=e"Yfuutiz + fulv vz =" fuly

fy=(fa)y= (e vfi)y=—e Yfite Y(fiuuy+ fivvy) =—e Vfute ¥(—ze Ufyu+ fil) =

_ —yp! —2y gl —y el
=—€ yfu_me yfuu""e Y uv

Inséttes i differentialekvationen:
2 n ! 2 1" n li n ! 2
9 _ 94 _ _ o L
ze Y uu — € yfu_'re quu+e yfuv+e yfu—e yfuv—me Y
"o __ -y —
w=re Y=u

(fi),=u=> fi=uv-+ g(u) => f(u,v) = 30+ G(u) +h(v)

Svar: [(z,y)=ga%ye"2+G(ze ") +h(y) = f(z,y)



2.61b) Utveckla f(z,y)=(z+1)¥"! till och med ordning 2.

Losning;:
flz,y)=(z+1)(z+1)¥=(z+1)evmE+) =
=(@+1)(+yln(z+1)+ Bs(z,y)) = (z +1)(1 + y(z + rest) + rest) =

=1+ 2z + 2y +hogre termer

Il
Med h=Ax och k=Ay:

f@, y) = fla, b) = fi(a, b)h + fy(a, D)k + %( az(a, DR® + 2f5,(a, b)hE + fy,(a, DE?) +

(vZ+7) B(..)
Om (a,b) &r stationér:
F,y) = F(@,8) = 5 (e, D2 + 272, 0, D)k + ffy(a, B)F?) + (V=)°B(...)
Denna term avgdr om det dr max eller min. Quadratic form:
Q(h,k)=Ah?>+2Bhk + Ck?

Q:R>’—> R
h,k)~ Ah*+2Bhk+C

= (3 2)(2)

: En avbilding ( k2 kallas kvadratisk form.

Analogt i flera variabler:

ABcC\/[h
R%  Q(h,k,l)=(h k l)(B D E)(k)
C EF l

: En kvadratisk form @ kallas positivt definit om Q(h, k) > 0 {or alla (h, k) # 0.
Den kallas negativt definit om Q(h, k) < 0 for alla (h, k) # (0, 0). Den kallas indefinit om Q
antar positiva och negativa vdrden. Positivt/negativt semidefinit om olikheterna inte géller
strangt och Q(h,k) =0 for nagot (h,k).

Exempel:
2.64 Q(h,k)=h?+ k2 dr positivt definit, Q(h, k) = — h? — k? &r negativt definit, Q(h,k) = h? —
k? &r indefinit, Q(h, k) = hk.

Q(h,k)=h?+k?>+2hk=(h+k)%: positivt semidefinit

2
Q(h,k)=h*+k>+hk= (h + %k) + %k’Q: poisitivt definit

Q(k,k)=h?+ k2 +4hk=(h+2k)* —3k* indefinit



