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3 Bestäm max/min av f(x, y) = (x − 2)2 + y2 + (x + 2)2 + (y − 2)2 under
bivillkoret

C : g(x, y) = x2 +
y2

4
− 1 = 0

f är kontinuerlig, ellipsen C är kompakt =⇒ f antar max/min p̊a C.

x

y

g(x)=0
1

Lösning (med Lagrange):

f(x, y) = 2x2 + 2y2 − 4y + 12

grad g =
(

2x,
y

2

)

6= (0, 0) p̊a C, allts̊a satisfierar extrempuntkerna:

{

f ′
x = λ0g

′
x

f ′
y = λ0g

′
y

=⇒
{

4x = λ02x
4y − 4 = λ0

y
2

En möjlighet är x = 0, bivillkoret ger punkterna± (0, 2).

Eller λ0 = 2 =⇒ y = 4

3
=⇒ x2 = 1 − y2

4
= 1 − 16

9·4 = 36−16

36
= 20

36
= 5

9
.

Punkterna blir d̊a
(

±
√

5

3
, 4

3

)

. Max och min finns bland:











f(0, 2) = 12
f(0,−2) = 28

f
(

±
√

5

3
, 4

3

)

= 10

9
+ 2 · 16

9
− 16·3

9
+ 12 = − 6

9
+ 12 = 11 + 1

3

Svar: min 34

3
, max 28.

4 Bestäm
∫

γ
F · dr. γ = Y1 ∩ Y2, Y1 : z = 1− (x2 + y2), Y2 : π : x− 2y + z = 1:
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γ är snittet mellan ytorna, g̊ar moturs i bilden.

Försök med Stokes sats:
∫

γ

F · dr =

∫∫

Y

rot F · ndS

F =

(

xz
√

1 + x2 + y2
+ xz,

yz
√

1 + x2 + y2
− xy,

√

1 + x2 + y2 + xy

)

rot F = (x, x − y,−y)

L̊at Y vara den del av planet π som begränsas av γ.

∫∫

Y

rot F · ndS =









x, y som parametrar

Y :







x = x

y = y

z = −x + 2y + 1
, (x, y) ∈ D









=

=

∫∫

D

(x, x − y,−y) · (1,−2, 1)dxdy

Skärningen Y1 ∩ Y2 :

z = 1 − (x2 + y2) = 1 − x + 2y

2



x2 + y2 − x + 2y = 0
(

x − 1

2

)2

+ (y + 1)
2

=
5

4

x

y

D

Med polära koordinater:

{

x − 1

2
= r cos ϕ

y + 1 = r sinϕ
, D′ :

{

0 6 r 6

√
5

2

0 6 ϕ 6 2π

∫∫

D

(x, x − y,−y) · (1,−2, 1)dxdy =

=

∫∫

D

(y − x)dxdy =

∫ 2π

ϕ=0

∫

√

5

2

r=0

(

−1 + r sinϕ − 1

2
− r cos ϕ

)

rdrdϕ =

= 2π

∫

√

5

2

0

(

−3

2

)

rdr = −3

2
· π · 5

4

6 K är begränsas av ytorna z = x2 och z =
√

1 − y2:

3
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z2 = x4 = 1 − y2

−
√

1 − x2 6 y 6

√

1 + x4

Projektionen av K p̊a x-y-planet blir mängden D :
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Beräkna, med N ut̊at:

∫∫

∂K

F · NdS
Försök

=
Gauss

∫∫∫

K

div Fdxdydz =

=
[

F =
(

0, yz
√

1 − x4,
√

1 − x4

)]

=

=

∫∫∫

K

(

∂

∂x
0 +

∂

∂y

(

yz
√

1 − x4

)

+
∂

∂z

(

√

1 − x4

)

)

dxdydz =

=

∫∫∫

K

z
√

1 − x4dxdydz =

∫ ∫

D

(

√

1 − x4

∫

√
1−y2

x2

zdz

)

dxdy =

=
1

2

∫∫

D

√

1 − x4 ·
(

1 − y2 − x4
)

dxdy =

[

jämn funktion med
avseende p̊a y

]

=

=
1

2
· 2
∫ 1

−1

(

∫

√
1−x4

0

(

(1 − x4)
√

1 − x4 −
√

1 − x4 · y2

)

dy

)

dx =

=

∫ 1

−1

(

(1 − x4)
√

1 − x4

√

1 − x4 − 1

3

√

1 − x4
(

1 − x4
)

√

1 − x4

)

dx =

5



= 2

∫ 1

0

2

3

(

1 − x4
)2

dx =
4

3

∫ 1

0

(

1 + x8 − 2x4
)

dx =
4

3

(

1 +
1

9
− 2

5

)

Tenta fr̊an 2005–01–14

3 Beräkna
∫∫∫

K

(

xz2 + y2
)

dxdydz

K :







x > 0
y > 0
z > 0

och

{

x2 + y2 + z2 6 1

z 6
√

x2 + y2
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Man skulle kunna uttrycka K i rymdpolära koordinater:







x = r sin θ cosϕ, 0 6 r 6 1
y = r sin θ sin ϕ, 0 6 ϕ = π

2

z = r cos θ, π
4

6 θ 6
π
2

∫∫∫

K

(

xz2 + y2
)

dxdydz =

∫ π

2

0

∫ π

2

π

4

∫ 1

0

(r3 sin θ cosϕ · cos2 θ + r2 sin2 θ sin2 ϕ)r2 sin θdrdθdϕ =

6



=
1

6

∫ π

2

0

∫ π

2

π

4

(

sin2 θ cos2 θ · cos ϕ
)

dθdϕ+
1

5

∫ π

2

0

∫ π

2

π

4

(

1 − cos2 θ
)

sin θ sin2 ϕdθdϕ

sin2 θ cos2 θ =
sin2 2θ

4
=

1 − cos 4θ

8

4 Sök max/min av

f(y, z) = 10 − 2y2 − 2z + y2 + z2 = (z − 1)2 − y2 + 9

p̊a D : y2 + z 6 5.

6 div = 0
∫∫

Y

F · ndS =

∫∫∫

K

= 0 FEL! inte C1

∫∫

Y

F · ndS =

∫ ∫

Yε=∂Kε

Kε är ett litet klot. P̊a ellips \Kε gäller Gauss.

5

z = x2 + y2

(x

2

)2

+ y2 = 1

∫

γ

F · dr
Stokes

=

∫∫

rot F · ndS

Y :







x = x

y = y

z = x2y2

n = (−2xy2,−2x2y, 1)
∫

γ

F · dr =

∫∫

D

(1, 1, 1) · (−2xy2,−2x2y, 1)dxdy = −m(D) = −2π
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