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— s0k max/min av f under bivillkor.
[ofta kan man inte ens 16sa ut z=... ur bivillkoret]

D& finns f6ljande metod (OBSERVERA: det ger bara ett nddvindigt villkor: “om f antar

max/min ... s& ...”, om punkten ger max/min eller ingetdera méaste man avgora i varje enskilt
fall.)

SaTs: (Lagranges multiplikationsmetod, 1797: Theorie des fonctions analytiques)

Forutsattningar:
e f,g:R"> R, C!ien omgivning U till @ € R™. (a inre punkt)

e f antar i a ett (lokalt) extremvéirde under bivillkoret g(x) = 0. [Det finns en omgivning
Uj till @, U; CU sa att f(w)if(a) for alla € € Uy N {x: g(x) =0}.]
=

Pastaende grad f(a)|| grad g(a), dvs antingen &r grad g(a) =0 eller sa finns g s att
grad f(a) = Xo-grad g(a)

ANMARKNING: sitt ®: R"T! -5 R, x+ ®(z,\) = f(x) + Ag(x), satsen siger I\g sd att (a, Ao) &r
en stationdr punkt till ®. Faktorn A kallas Lagrange-multiplikator.

Bevis. for n=2.

f, g R? > R, (a, b) lokal extrempunkt till f under bivillkoret g = 0. Om grad g(a) # 0 siger
implicita funktionssatsen att nivikurvan C: g =0 lokalt kring (a,b) ir en C!-funktionskurva (y =

y(x) eller x =x(y)), parameterisera C:r =7(t) = (x(t), y(t)), « -4 8, (a,b) =r(tg), a<tp< fB: da
vet vi: h(t) = f(x(t), y(t)) har ett (lokalt) extremvérde i to alltsd h'(tp) =0 =grad f(a,b) - (z'(t0),
y'(to)), dvs grad f(a, b)Lr'(tp) = tangentvektor i (a, b), dvs grad f(a, b)||grad g(a, b), ty grad
gltangentvektorn. a
Valdigt askadligt (fighs).

For n = 3: grad f(a)Ll varje kurva genom a i nivaytan g = 0, dvs vinkelrdt mot tangentplanet.
grad f(a)||grad g(a).

EXEMPEL 3 och EXEMPEL 4.

3 Sok max/min av f(z,y,z) =%+ y?+ 222 under bivillkoret g(x,y,2)=x+y+2—1=0

Losning nu med Lagrange:
gradg=(1,1,1)#0

alltsa satisfierar extrempunkten grad f = A\g grad g:

fe=Xogz 2z=2Xp
fo=Xogy =1 2y=X = z=y=22
f=dgt [ 42=2

(Mo ar egentligen inte intressant och elimineras i regel férst ur systemet).



Ur bivillkoret fas 2z +2z4+z2=1=—= 2= %, enda kandidaten &ar (2 2

221\ } o A2
5,5,5). Ar detta max? Min?

“ser”: f(zx,y,z)— oo da z2+ y?>+ 22— o0, dvs f(%, g, %) = % flz,y,2)> % utanfor K:a2+ y?+
22 < 1. Pa den kompakta méngden (cirkelskivan) K N'w med m: x + y + z = 1 : alltsd antar f
max/min = f(%, %, %) :% ar min, ty t.ex. f(1,0,0)=1> %, dvs max pd K ar > %

EXEMPEL 4

S6k max/min av f(z,y, z) = + y + z under bivillkoret g(z,y, z) = 2%+ y*> + 2 2% — 1, ellips E:
g(z,y,2)=0.

Losning med Lagrange:
grad g = (2z,2y,4z2)
gradg=0<=2x=y=2=0, men ¢(0,0,0) #0. Alltsa 16ser extrempunkterna:
fr=2Xo0 gz 1=Xo-2z

fy=Xogy =< 1=Xp-2y ﬁ[%:] T=y=2z2
fl=Xog. 1=Xp-4z 0

Ur bivillkoret fas d& 422+ 422 +222=1,dvs z =% % och kandidater:

(Vi vie vio)

E &r kompakt och f ar kontinuerlig = f antar p4 F max/min, maste finnas bland:

(Vi Vi vi5) =i

Ovning 4.25 Stk max/min av f(z, y) = 22 + y? (avstand till/fran origo)?, under bivillkoret
g(z,y)=1322+13y2+10zy — 72=0.

Losning med Lagrange:
gradg=(26x+10y,26 y+ 10z) =0<= (z, y) =(0,0)

och ¢(0,0) #0, alltsa loser extrempunkterna ekvationssystemet:

{fé:)\og; {I: 2z=2Xp (26 + 10y)

fl=Xog, — \II: 2y=Xo(26y+ 10z)

Subtrahera, eller: I-y —I1-x:

0=0+Ao(10y? — 1022)
=y’ —a’=(y+a)(y—2)=0

Fall 1: y =z: ur bivillkoret fas 36 22 = 72. Kandidater (\/5, \/5) och (— \/_, — \/5)



Fall 2: y=— a: ur bivillkoret fas 16 22 = 72. Kandidater (% . %) och ( -, %)

g = 0 &r en kompakt méngd (enkel, kontinuerlig kurva C), alltsad antar f pd C' max/min bland
f(+£ (\/5, \/5)) =4 och f(* (%, - %)) =9, dvs storsta avstand &r tre och minsta avstand &r
tre. (figh6).

ANMARKNING: Fler bivillkor: t.ex. n=3:
f,g,hRE—>R

f antar i a ett (lokalt) extremvirde under bivillkoren g(z, y,z) =0 och h(z,y,z) =0.

D4 géller: Antingen ar grad g(a)||grad h(a) eller grad f(a), grad g(a) och grad h(a) ligger i ett
plan (ar “linjért beroende”), dvs det finns Ao, o sa att

grad f(a) = Ao grad g(a) + po grad h(a)

Ovning 4.32 S¢k max/min av f(z,y, z) = = + y + z under bivillkoren g(z, y, z) = 2> + y> +
22—2=0o0ch h(z,y,2) =2+ y?— 2=0.

Losning med Lagrange:
grad g = (2z,2y, 22)fgrad h=(2z,2y,— 1) ty z>0

alltsa l6ser extrempunkterna ekvationssystemet:

f,’;z)\og;+,l£0h; 1:)\0'2$+M0'2l‘
fy=Xogy+pohy = ¢ 1=Xo-2y+ po-2y
fi=Xogi+ pohs 1=2Xo-2z — po

Ao = 0:ingen 16sning, uo=0: ingen l6sning (Do IT)
Ao po # 0: subtraktion ger (...) £ = y och s& vidare: bivillkor 2 — 22 =2z <= 22+ 2 — 2= (2 +
2)(z —1)=0 ger z=1, eftersom z> 0.
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Kandidater:

f &r kontinuerlig, skiirningskurvan (g = 0) N (h = 0) [cirkeln z? + y? =1 i planet z = 1] &r kom-
pakt: funktionen antar max/min: V2+1 resp. — V2+1



