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Huvudresulatat (fortsittning: i R?)

SATS: v & C1i Q CR?, Q 6ppen.

Krav pa Q
1 inget v=grad® i Q= rotv =0 i Q [gradientfalt &r virvelfria]
2 enkelt sammanhéngande rotv=01Q—= f»y v -dr &r oberoende av végen i
3 bagvis sammanhingande f"r v - dr oberoende av vigen i 2 = v har en potential i {2
4 inget v=rot AiQ=divo=01iQ [vektorfalt ar killfria]
5 konvex dive =01 Q= v har en vektorpotential i .

Om v ér C' i en konvex mingd :

v =grad ® <=rotv=0
v =rotA<=divv =0

v ar virvelfritt och kéllfritt <= ® &r harmonisk, dvs A® =&/, + &, + &%, =0

Bevis.
1 gjort.
2. Stokes ger:

/ v-dr:i// rotv-ndS=0
v,7=90Y Y

for varje sluten kurva v C {2, vilket innebdr att kurvintegralen mellan tva bestdmda punkter &r
oberoende av vigen for alla kurvor i Q.

3. Visat tidigare: Om

(z’y’z)
/ v-dr &r oberoende av vigen s dr ®(z,y,z) = / v-dr en potential till v
’ (ab,0)
dar (a,b,c) €Q, dvs V@ =wv.
4. gjort
[6. Om dive =div(X,Y,Z) =X, +Y,+ Z,=0 sa fas en vektorpotential till exempel s& hér:

Valj A= (4, B,0), da ir systemet rot A =wv losbart; systemet:

X=—B!
Y =4,
Z=BL- A,

ta

z
B(:Bayaz):_/ X(ﬂ?,y,t)dt
c

z y
A(m,y,z):/ Y(:U,y,t)dt—/b Z(z,t,c)dt



da &r B, — Ay =Z:
B!, — A= [hir behovs 5.1] =
z
Cc

x
=—/ X;(x,y,t)dt—/ Y, (z,y,t)dt+ Z(z, y, ) =
C
z
— X1V = 7] = / Zl(@, y, )t + Z(z,y,¢) = Z(z, y, ) O
C

Om v=V® si ar

2 2 2
szV-V@:A@:(a 0 9 ><I>

a2 o2 T o2
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Kraftfalt F' riktat mot (eller fran) origo; styrkan | F'| & proportionell mot en potens n av r, n €
Z (oftane{—1,—2,—3}). Alltsa, med r=(z,y,2) #0.

till exempel gravitationsfiltet, med ¢=9, 81:—3, och det elektrostatiska faltet E = konst - :—3
1) Visa att rot F =01 {:
0— R3 omn< —2
] R3\{0,0,0} omn>—2
2) Berdkna en potential i (.
3)divF=0<=n=2.

[Bernhard skriver vildigt manga uppgiftsnummer pa tavlan, och ténker nu rikna alla, fast mer
generellt.]

Satt r=(z,y,2) ochr = /z? + y2 + 22
Losning:

1.

_ T Y <
F__C(T.n—i-l’ rnt1’ rn—i—l)

o _z _Y
or r’ r’

Q¥

O( z \_ —zn+1l) O —zzx(n+1)
G R

(Kontrollrdkna sjélv:)

—(n+1)zy+ (n—1)yz

rotF:—c( T3 T3

, [rdkna ut den]) =—1¢(0,0,0)



2. Sok (for 7 #0) ® si att
! T
q)w:_c 1
(1.2_{_ y2+z2) 2
I
ntl
(€2 +y2+22) 2
z

n+1
(:132+ y2+z2) 2

Fall 1: n=1:
1 2 2 2 1
@(w,y,z):—cgln(m +y*+z )=—clnr=cln;

...en logaritmisk potential. (Kolla).

Fall 2: n#£1:

1 S 1
@(z,y,z)z—cg‘_n+1(m2+y2+z2) R B

2 (x2+ y2+22) 2

(Kolla).
For n=2: ®(x,y,2) = % (Elektrostatiska potentialen, gravitationspotentialen).

3.

. B T ’ Yy ! z N
leF__c((Tn+1)z+ (Tn+1)y+ (Tn+1)z) -

2 2 2
:_c<rn1+1_a;(n+1)+ 1 y(n—l—l)+ 1 z(n—}—l)):

T.n+3 T.n+1 - ,r.n+3 ,,.n+1 - rn+3

=—c—3_(7l+1)=04=>

r

Generalisering 1: v:R™ = R™, v =— cr:ﬁ, m>2.

Visa att divv=0<=n=m —1. Do It!
Generalisering 2: v= f(r)r=(f(r)z, f(r) y, f(r) 2):
Visa rotv =01 R3\ {(0,0,0)}.

Bestdm en potential (®(r) = [r f(r)dr).
Bestam divergensen. dive =3 f(r) +7 f'(r).
Visa dive = 0= f(r) = 5.
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Magnetfaltet kring en odndligt 1ang rak ledare (13t z-axeln vara en saddan ledare):

1 1
B:r—Q(—y,m,O)J_E:r—Q(a:,y,O)

1) rot B=01iR3\{(0,0,2):allaz} (ej enkelt ssammanh#ngande).

2) ange en potential i t.ex. Q*:z >0,y >0,z € R.

n—1 n—1



0 om 7y ej gar runt z-axeln
B-dr= ° R
. + 27 om -y gar 1 gang runt z-axeln

~ &r en sluten kurva som ej skir z-axeln.
Lésning:

1) rékna ut rot B=0 (div E =0)

2) stk @ sa att

Y
(ﬁm_z2+y2
1 1
=" ==
Y7 g24 ¢2 $1+(%)2

Till exempel ®(x,y) = arctan % (ej definierad pa y-axeln, OK i = > 0).

Eller ®(z, y) = arctan % — = arctan% finns i y > 0: ¢j definierad pa z-axlen.

2
3)
/ B-dr:i// rot B-ndS=0 ty rot B=0
y=8Y Y

Om Y C N « fallet om 7 ej gar runt z-axeln. Om 7 gar runt z-axeln: Y N z-axeln # (). ta en
cirkel, radien ¢, i ett plan 7m: 2 =k s& att 71N y=0, <figh0> lampligt orienterad si att

C.+y=08Y; dirY;CQ

Stokes:

/ B-dr::l:// rot B-ndS=0
Ce+v Y1

:>/ B-dr::l:/ B -dr =[rékna ut] =% 27
v Ce.



