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(forts 621)

Flédet av v = (z, y, 0) ut genom cylindern Ys: 22 + y? =1, 0 < z < 1. <fig: bild pa cylinder med
normalvektor utritad, Y, pekar pa cylindern>.
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Forsta motivering av namnet “rot” och “rotation”

En cirkuldr rérelse=rotation kring en axel ges av w = (w1, we, w3): w &r riktningsvektorn for
axeln, |w| dr vinkelhastighet. <figd3>
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SATS: (Stokes)
Forusattningar:

e v:R3*—>R?ar Cti NCR? (Q Sppen)

e Y CO:Y ér en orienterad C%-yta med rand 8Y.

e Y kan delas upp i adndligt ménga funktionsytor (Y &r lokalt en funktionsyta: implicita
funktionssatsen siger nér det &r fallet).

Pastaende:

/ v-dr:// rotv-ndS
oYy Y

Vansterledet: arbetet av v lings JY, cirkulationen/cirkulationsflédet av v langs 9Y .

Hogerledet: flodet av rot v genom Y i riktningen v.

Ledande observation



<figdd>. Stokes sats sdger: Flodet genom alla ytor med samma rand dr samma ( = faY'v -dr),
t.ex. genom “tvérsnittsytan” Ys. Speciellt i planet: <figd5>.

v=(P(z,y),Q(z,y),0)
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alltsa: Stokes siger: “Greens sats forblir riktig om man deformerar ytan D (inklusive rand)”.
Stokes = Green, anvinder Green for att bevisa Stokes.

Bevis. For ytan

r==x
Yig y=y , (z,y)e DCR?
z=2z(z,y)

mitbar, kompakt, Y dndlig, z dr C2,... och, pa ytan:
U(l‘, Y, Z) = (X(l‘, Y, Z(ac,y)), Y(wa Y, Z(x,y)), Z(l‘, Y, Z(:I:,y)))
<figd7>
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Stokes sats ger fysikalisk tolkning av rot v: Ett méatt for faltets benigenhet att “virvla”, (figd8
visar Y.: cirkelskiva kring Py med radie ¢) &r “den maximala cirkulationen kring Py per area-
enhet”:
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Det visar: Cirkulationen per areaenhet dr maximal om rot v(Pp)||n(FPp). Da ar den lika med
[rot v(Pp)|, ty|n|=1
DEFINITION: rot v(Pp) kallas féltets virveltendens (kring denna vektor sker “maximal” cirkular

rorelse).

DermviTion: v:R3 — R3, vi séiger
1. v &r virvelfritt (eng. curl-free, irrotational) i  om rotv=01 Q.

2. v ir ett rotationsfilt om det finns ett filt A: R® — R3 sa att v =10t A, A kallas i sa fall
for vektorpotential till v.

HUVUDRESULTAT

kallfria

virvelfria falt:

Karaktarisering av

Forst en sista utvidgning av grundbegreppet “sammanhingande’;
DeriniTioN:  CR? kallas

1. enkelt sammanhingande om {2 &r bagvis sammanhingande och varje sluten kurva v C
) kan dras ihop till en punkt i 2 utan att lAimna omradet.

2. konvex om strickan mellan Py, P; € () ligger i ).

EXEMPEL:

Klot <fig bild pa klot> konvex = enkelt sammanhingande

Ta bort ett klot K. <figd9>: K \ K, &r enkelt sammanh&ngande, ej konvex.
Torus (se figur 1): bagvis men ej enkelt sammanhéingande.

R3\ {(0,0,2): z€ R} (ta bort z-axeln): dr ej enkelt sammanhéngande.

Figur 1. Torus



HUVUDRESULTAT
SATS:

Forutsittningar: v: R? = R3, C' i Q CR3, Q 6ppen:

Nummer Krav pa Pastaende
1 ingen v=grad®i Q=rotv=0
2 enkelt sammanhéngande rotv=01 Q= f7 v - droberoende av vigen i )
3 bagvis sammanhangande f,y v - dr oberoende av vigen i 2= v har en potential
4 ingen v=rot AiQd=dive=0iQ
5 konvex divv =0 i Q@ = v har en vektorpotential i

Om v &r C%,Q enkelt sammanhingande:

v konservativt <= rotv =0 <= / v - dr oberoende av vigen i {2
v

Om v ar C2,Q konvex:

v rotationsfilt <= divo =0 |

Bevis.

1L v=Vd=(d,d,d)=

rotv = (®;, — @,

(I)Iz’z - (I).’zlza (I)Zz - <I):fn'y) = (Oa 01 0)
VxV®d=0 (jamfor: a xa=0)
4. v=rot A. Med A= (A, As, A3):

v=rotA= ((AB); — (A2),, (A1)} — (As),, (Ao),, — (Al);)

! !
T z

divo = ((45), ~ (4)) -+ (A1)}~ (4a),) + ((42); — (4);)

= (43),, — (A2),, + (A1)], — (Aa),, + (A2),, — (A1), =

(ty v &r C1).

V-VxA=0 (jamfor: a-(a xb)=0, ty faktorerna ar vinkelrita)



