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Repetition: (Problem 1) Y en yta i R® med C°-normalfilt n:

m(Y):// dS:/ 7t x 7| dudo
Y D

[d& Y:7r=7(u,v), (u,v) € D,C

ANMARKNING: Om f:R®— R #r C° pd Y si definieras

//yf'd5=//D F(r(u,v)) |7l x b dudv

[= Y':s totala massa, laddning,...]

OBSERVERA: Om Y &r en funktionsyta z = f(z,y), (z,y) € D:

T=x -
Yi¢ y=y rexry=|10 f3|=(—fs,— fy,1)
z=f(z,y) 01 f,

alltsd dS'= /14 (fz)?+ (f)? dedy. Sjélva: rotationsytor!

Problem 2

Givet ett stromnings-, hastighets-, riktningsfalt v <fig33>: vektorn v(x) i en punkt: |v(x)| =
den substansméngd som per area- och tidsenhet forflyttar sig i riktning v(x).

(Stationdrt falt, oberoende av tiden.)

Hur mycket av “substansen” stréommar genom en yta i riktningen 7, m = enhetsnormalfalt till Y
(n(x) Ltangentplanet till Y i x, |n|=1).

Om v parallellt Y: ingenting strommar genom Y. v vinkelrdt mot Y: allt strommar genom Y.

Allmént: dela upp v = v + v1 dér v &dr parallell med n. v, ger bidrag 0. Belopp: |v||| = |v|cos
f=v-nty |n|=1.

Den substansméngd som per tidsenhet flddar genom S; i riktningen n r (v-n)AS; .

Det totala (netto)flodet genom Y &r d& (approximativt):

n m
>3 vnASik, 55, [ [ vnds
i=1 k=1 ' Y

Riemannsumma: griinsvirdet existerar om v och n ér C°.

:0mv:RP—-R2ar C°1i QCR?, Y CQ en yta med C-enhetsnormalfilt s kallas

F:// v-ndS
Y

Om v &r ett stromningsfélt sa dr F' ett matt for hur mycket substans som flédar genom Y i rikt-
nignen n, si kallat flddet av v genom Y i riktningen n. (eng. fluz).

(normal-) ytintegral av v 6ver Y.

BERAKNING:



A) Om Y:7r=7(u,v): (u,v) € D,C!: enhetsnormalvektorn ir

T, X,

ruxry]

F://'v-ndS:// TuXTy |ruxrv|dudv—// - (ry, x 73)dudv
Y Y |7‘ X 1y

B) Om Y:z= f(z,y),(z,y) €D, fC"

:/L”'"dSZ//Dv-(—fé,—f;,l)dxdy

Observera: n pekar “uppat”.
Problemstéllning

Om K CR3 ér en kompakt méngd, v ett strémningsfilt (“eller strommingsfilt, det kan vara fisk
ocksd”). m dr ett utdt riktat normalfilt for OK. Hur mycket flddar genom 9K:

Om flédet genom OK =0: lika mycket strommar in som ut.

Om flodet genom OK > 0: mer strémmar ut ur K &n vad som strémmar in: ‘i K genereras/pro-
duceras/alstras substans”. Det finns kéllor i kroppen.

Om flédet genom OK < 0: mindre strommar ut &n in: i Kkonsumeras (férintas) substans. Det
finns sénkor i kroppen.

Gauss: “Allt som alstras i det inre méaste genom randen (begrénsningsytan) 0K” (kan méitas over
O0K) och ger ett matt for det som produceras i K:

cv: R R™ dr C! (i Q): d& definieras differentialoperatorn div v genom

Ou Ovy

Ovn,
o, @t o,

oz, %)

divo(z) = —(x)+-+

divergens av v (i punkten x). Motiveras efter satsen.

ExeEMPEL: Det elektrostatiska féltet fran en punktladdning i origo

E:L:(ﬁ Yy i)’ r=vZ+ 9’ + 2

r3 73 37 3
Berdkna divergensen: (g—; = %)
0 =z _7"3—1"37"2'%_1"2—39:2
Ox 7‘3_ 1'6 - 7.5
2127-3_3/.373.%:7,2_31!2
Oy r3 r6 r5
2 24,24 ,2
divE=T 3@ H)

5
SATs (av Gauss; Ostrogradsky, 1831, Petersburg):

Forutsdttningar:

e v irett C1-filt i Q CR3. (2 6ppen)



e K kompakt, matbar kropp, K C €). K kan delas upp i dandligt manga standardomraden i
z-led, y-led samt z-led och randen OK har utatriktat C%-enhetsnormalfilt.

Pastaende: nettoflodet ( [ [, v-ndS) ut ur kroppen K:

// v-ndS:/// divvdzdydz
oK K

dar hogerledet &r det som produceras (konsummeras) i det inre av K.

Bevis.

Steg 1. Visar det for vz = (0, 0, v3) och Ko = {(z, y, 2): (z, y) € D, ¢(z, y) < z < ¥(z, y)}.

<fig35>.
VL= [[ ©0.0)nas= [ [ [ div(0,0,0)dzdydz =L
BKO KO

med n; nedat och ng uppat, n, parallell med z-y-planet (mittenintegralen nedan blir noll):

VL:// (o,o,us)-n1d5+// (o,o,vs)-n2d5+// (0,0,v3) -n3dS
Y1 Y2 Ys

=// (0,0,v3)-(wém'y,—l)dwdy+0+// (0,0,03) - (=4, — ), 1)dwdy =
D D

= / /D (—va(, , 0(z, ) +va(z, 3, (2, 3))) dedy

Y(z,y) b
HL—//D (/‘p(m’y) &vgdz> dxdy =
- / /D (va(z, ¥, $(@, 1)) — va(@, ¥, (2, y))) dzdy = VL

Steg 2: Addition av sddana standardomraden ger

//BK (0,0,v3)dS=///K (vs)! dzdydz

ty delningsytor ¥V <fig36> ger inget bidrag (n; = — ns), i vinster led (ty normalen =(-,-,0)). I

héger led ar ju
[]] =0

nollméngd

Steg 3: Analogt for (0,v2,0) och standardomréden i y-led. Analogt i z-led.
Steg 4: Addition ger pastaendet: v = (v1,0,0) + (0, v2,0) + (0, 0, v3). O

EXEMPEL: K:z2+y?2+ 22 < R% Flodet av F ut ur K:

/ E-ndS:[Gauss]:/// div Edzdydz=0
oK K

UscH! div E =0 endast bortanfor origo.



Ritt 16sning:

SaTs: K dr en kompakt métbar méingd i R® med utatriktat C%-enhetsnormalfilt 7.

0, om (0,0,0)¢ K
/ E-ndS=< 4m, om (0,0,0) &r inre punkt i K
oK odefinierat om (0,0, 0) ligger pa randen

Bevis.

1. Gauss géller da och ger

// E-ndS:/// div Edzdydz=0
oK K

2. Ta bort ett inre klot. Do IT!



