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Green (i planet)

/BD de+Qdy:/L (Q!, — P}y dady

F=(P,Q) ar C! pa en ppen mingd 2D D.

Om  ar enkelt sammanhingande:

F konservativt i Q<= Q; =P, i Q<= / F - dr ar oberoende av vigen i Q2
c

Detta ger: “arbete = potentialskillnaden” for konservativa F'.

Sars: Om F =grad ® i Q sa giller for Py, P, € 2 (2 bagvis sammanhéngande):

s& betecknas godtycklig P o 3
kurva i Q fran Py till P| o F-dr=9(P1) - 2(F)

P
Bevis. F-dr=
Py

C:'r:r(t),a—t> B #ren Cl-kurva i Q med r(a) = Py, 7(B) =P,

B8 B8 d 5
= [ madde ) rod= [ §or@)d= @) =2r) - 3R
O

ANMARKNING: “Léngs en nivakurva till potentialen, i sa kallade ekvipotentiallinjer (-ytor), ar
arbetet noll.”

grad @ - r'(t) dt = ®(slutpunkt) — & (startpunkt) =0

lings C: ®(z,y)=k
eller: =0, ty grad®_L7’' (nivakurva)

Motivering for begreppet “konservativt”.

SaTs: For konservativt filt F' i () géller lagen om bevarande av energi i 2, dvs fér tva punkter
Py, P, € () giller:

P(Py) + K(Py)=P(P,) + K(P)

P=—®& &r potentiell energi

ar kinetisk energi

B
Bevis. Arbete:/ F-dr:/ F .r'dt=[Newton] =
C o



(C &r en Cl-viig fran Py till P; som ovan)

A f1 4 m [P d
— ", .l _ . [, _ 112 —
—/a mr rdt—m/a 5 —dt(r 1')d15——2 /a —dt|r| dt=

=m
2

(Ir'(P)]? = |r'(Po)?) = K(P1) — K (Po)

| Fdr=a(p) - a(r) =~ PP + PPy

SATS: En exakt differentialekvation Pdz + @ dy + Rdz =0 har den allminna 16sningen

®(z,y,z) =konstant

dér grad ® = (P, Q, R).

Il

ExempPEL: F = (P, Q)= (2*—-3xy? 3> —32%y)

A) Ar F konservativt (i R?)? Om ja, ange en potential till F.
B) Los differentialekvationen (z® — 3z y?)dz + (y° — 3 z%y)dy =0.
C) Berédkna arbetet som F utrdttar ndr en partikel ror sig langs

T =cos2t t T
C.{ y = sin 4t ,O—)Z Lissajou
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Losning:

A) (R? ar enkelt sammanhéngande, F C!' = F konservativt <= Q; = P,)

Qz=—62xy=P,= F &r konservativt



Sok @ s att ®, =2 —3zy* och &, (y*—3z%y).

1 3
®(z,y)= Zw‘*— 5962 y2+9(y)

Py =0-32"y+g'(y)
1 vrs
g'W)=y*=g(y)=7y"+C (viljer C=0)

Svar: en potential ir ®(z,y) = iw‘l - %mQyz + iy‘l. Kolla: grad® = F.
B) Differentialekvationen &r exakt!: ®(z,y) =k eller z* — 6 2?y? + y* = konstant.
C)

arbetez/ F-dr=%(0,0) —®(1,0) = _%
c

Kap 3.1.2 och 3.2 (kap 10...)

Ytor, ytintegral

: En yta i R? ér en avbildning:

rmR?—RR3
(U, U) — (.’E(’u,v), Y(u,v), Z(“7”))

<figd4>: Skriver upp det sa:

utforligare:
z=z(u,v)
Y: < y=y(u,v) (u,v)€D
z=2z(u,v)
EXEMPEL:
a) Sfar:
r=rsinfcosy
Y:{ y=rsinfsinyp {gieigﬂ_
z=rcosb SPS
b) Funktionsyta z = f(z,y):
T=x
Y:id y=y (z,y)eD
z=f(z,y)

Bra observation: Tangentvektorerna 7, och 7, (i en fix punkt) spinner upp tangentplanet till
ytan i den aktuella punkten. Tangentplanet har alltsi normalvektorn 7, x ..

Problem 1 Bestdm arean av S

Jagugd, a=ug<u < <up,=b
c<v<d’ c=y<n< <o, =d



D; , avbildas pa S; i, arean av S; p, &r AS;

! ~

AS: « aom parallellogram som spanns upp av 7 (u;, v) — r(ui—1, V) =74, (&, ve) Au; |
LR (Ui, V) — 7 (Ui, Ve—1) = To(Us, M) AUk
~[I punkten (u;,vg)] = |roAu x v, Av|=|r, X r,|Au; Avg

alltsa: arean av ytan S dr da approximativt

z Z Asi’kmaxA_S;k—)O//Y [Py X 7y |dudv

Riemannsumman har detta grinsvirde om = ar C': “ytan &r en Cl-yta”.

:Om Y:r=r(u,v), (u,v) € D dr C', D begriinsad, mitbar, s& kallas talet

// dS:// |ry X 7y |dudo
Y D

arean av ytan Y. dS=|r, x r;|dudv kallas ytans areaelement.

Jamfor med n=1: ds=|r'|d¢:

b b !
L:/ ds:/ |r’(t)|dt:/ )t
C a a |T|

Sats: Definitionen &r vettig, dvs talet [ [, ~dS &r oberoende av ytans parameterisering
[exempel 5 i boken].

p:D— D'
(u,v) = (s,1)
bijektiv, C': da giller r. x ri=17r, x r)- ‘% . Visa det!
EXEMPEL:
a) Sfar (radie R).
T XT,=| Rcosfcosyp Rcosfsing — Rsing |=(R?sin) cos ¢, R?sin’fsin ¢, R*cos b sinf)

— Rsinfsing Rsinf cos ¢ 0
=Rsin6 (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, Rcosf) = Rsinf (x, y, z)

Helt klart: normalvektorn ||x.

Alltsa: Sfarens area &r:

27 ™
// dS:// |rgxr;,|ded<p:/ / R%infdfdy =
Y D 0 0

=R?’[—cosf]]-2m =47 R?



