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Reptetition: Kurvintegral (i R™) av F lings C:
B
A:/ F-dr:/ Pdw+Qdy+Rdz+---:/ F-r'(t)dt
C C o

da C:r=7r(t): -4 8.

Generalisering: [ f(z)dz motsvaras av [ P(z,y)dz + Q(z,y)dy.

Viktiga begrepp: enkel kurva, sluten kurva.

! ANMARKNING ! FOr konservativt (exakt) filt: F'=grad ®. F har potential ® i .
1. I fysik (framfor allt elldra, &ven mekanik) tar man U = — & som potential.

2.0m FarC™iQsair®CmtiQ.

3. Om ) &r bagvis sammanhéingande (vigvis sammanhéngande) s& &r en potential till F enty-
digt bestimnd s& nér som pa en konstant. F' = grad ®; = grad ®, s& ar grad ®; — grad &, =
grad(®; — ®3) =0 = ®; — &, = konstant.

4. Man siger dven “differentialformen Pdz + Qdy + Rdz + ---” 4r exakt, samt “differentialekva-
tionen Pdxz 4+ Qdy+ Rdz +--- =0" ir exakt.

Sats: Kurvintegralen [, F-dr &r oberoende av vigen <= f,y F - dr =0 f6r varje sluten (enkel)
kurva v C .
Bevis.

“=—7 L&t v vara en sluten kurva i {} som inte bestar av bara en punkt: vilj da Py, Py € v, Po #
Py, da &r y=y1+ 72. <fig 27>

/F-dr:/ F-dr+ F-dr:/ F-dr — F-dr=0
Y Y1 Y2 Y1 —72

(71 och — 7, dr tva vigar fran Py till Py).

“«=7Lat C; och Cy vara vigar fran Py till P; i Q <fig28>. D4 dr C7 — C; en sluten kurva i
=

/ F-dr= F-dr—/ F-dr=0
C1—Cs C Ca

For vilka F' r kurvintegralen oberoende av vigen?
Forst: i R2.

SATS: (satsen av Green, 1828).

Forutsattningar:

e F ir(C'ien dppen mingd QCR2 F=(P,Q)

e D C Q mitbar, begrinsad med positivt orienterad styckvis Cl-rand 8D (éindlig lingd)
som kan uppdelas i dndligt manga standardomraden i z-led och i &ndligt méanga stan-
dardomraden i y-led. <fig29>.

Pastaende:

/BD Pdm+Qdy=//D (Qz — Py)dzdy



Bevis.

aLz<h
»(z) < y < ¥(z) kontinuerliga

/ Pdw—// dmdy

OE

VL:/ de:/ de+/ Pda:+/ Pdm+/ Pdz =
BE 01 02 Cs C4

r=a,dr=0dt z=t,dx=dt
Cll t 02: t
y:ta¢(a)—>(p(a) y:(p(t)aa‘—>b

b

:o+/b p(t,w(t))dt+0+/a P(t,¢(t))dt:/ (P(t, o(t)) — P(t, p(t)) dt = VL
a b @

wi= [ [ (- ppasdy= [ (Lf:j)(—P;>dy>dx=Lb[ Pla, )] do=

b
- / (= P(z, $(x)) + Pz, p())) dz = VL

Steg 1: Visa satsen for ett standardomrade E: { (positivt orienterad

rand) och F; =(P,0) dvs

Steg 2:

/ Pdm—// Py)dzdy
aD

ty D delas upp i dndligt manga saddana standardomraden och <fig30>. Delningskruvorna
genomldps tva ganger, i motsatt riktning, ger alltsa inget bidrag i kurvintegralen. I hogerledet
ar delningskurvan en nollméngd.

Steg 3: Visa forst

_ 1 < ) c<y<d
/aM Qdy‘/ /M Qodedy dir M { aly) <z < AY)

(med positivt orienterad OM) for F» = (0, Q) pa samma sitt. Addition ger

Qay= [ [ Qudedy
8D D
Steg 4: Addera F = F; + F5:

- Pda:+/8D Qdy= // dxdy+// Q. dzdy

O

EXEMPEL: berékna det arbete som F = (sin(z3) — 3 eV’ + :U3) utrittar da en partikel forflyttas
ett varv motursrunt D <fig31>.

D: |
"l 0<y<z



Losning;:

A:/ Fdr = // (Qz— Py) dmdy:// (3z? — 3y?)dzdy = [polira koordinater] =
c D D

T ! 3 1
= 3r3drdp="--=
/<p=0 /7‘:0 4 4

SATS: (HUVUDRESULTAT for planet)
Forutsittning: F = (P, Q): R? — R? &r C! i 6ppen Q C R

Forutsattningar pa Q
1) inga Om F &r konservativt i {2 s& géller Q; =P, i Q.
2)  enkelt sammanhéngande Om Q; =Py i (sd ér [, F-dr oberoende av vigen i (.

3) 2 bagvis sammanhingande Om |, o F'-dr &r oberoende av végen i {1 s& ar F konservativt i ).
(géller i R™)

3 visade Euler 1734 for rektangelformat Q: Q; = P, = F =grad ®.

Om Q &r enkelt sammahéngande: F konservativt <= |, o F -dr &r oberoende av viigen <= Q.=
PliqQ.

Bevis. (Tentauppgift)

1) Om F =grad ® = (®;, ®;) sa giller Py=®;, =Q, (®;, =Py, ty kontinuerlig)

2) Om Qg = P, sa ar for sluten kurva v C ()

LPdw+Qdy=i//D (Qz— P,)dzdy =0

dar D &r omradet innafor v (hela D C Q: hir behévs enkelt sammanhingande).

3) Vi konstruerar helt enkelt en potential till F' (godtycklig dimensioner, men vi riknar nu i R2.
Vilj a € Q: Till varje punkt = € () finns da en C!-viig (Q &r Sppen, bagvis sammanhéngande) v C
Q: sétt

B Y betyder: ldngs
®(x) = /y F-dr= /a F-dr [négon godtycklig kurva

®(x) ar vdldefinierad, skall visa grad ® = F', dvs

De=p

i varje (zo, yo) € §2:
g (20, 0)

Med h sa litet att C; C Q. <fig32>

®(xo+ h, yo) — ®(0, yo) =l /(m0+h’y0) F.dr_/(mo’yo) F-dr | =
h h\ Jia,p (a,b)

1 (zo+h,yo0) 1 zo+h
— 3 / F.-dr= n / P(t, yo) dt = [medelvirdessatsen] =
(z0,¥0) Zo

Med 7 mellan xq och g+ h

1
=EP(T,yO)h=P(T:y0) air o F(@o, yo)

ty P &ar kontinuerlig.



