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Nu fysikaliska tillimpningar (‘“vektoranalys”) (Kapitel 9)

Kom ihag: C:r =7(t) = (z1(t), ..., (z,(?)), L4 B &r en C™-kurva i R" (fran r(a) till 7(8)).
'(t) = (21(2), ..., 7n(t))

ar en tangentvektor om r'(¢) # 0.
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Kurvintegral (arbete)

Om F ar konstant, s dr arbetet langs en rak vig “kraft - vig’. Om kraftvektorn i punkten Py
inte dr parallell med végen, si &r kraftkomponenten i riktningen v. Det arbete som F' utrdttar

da en partikel forflyttas fran punkten Py till P, &r A= |F|cos ¢ - PP, =F - PyP;. Om F inte &r
konstant d& approximeras arbete langs en godtycklig kurva C: r = r(t), a L B sa hir <fig24>.
Sonderdela [a, f]: a =t <t; <ts < - <tp,=f ger punkterna P, =7r(tx) pa C.

Atp =t —tp_1

Betrakta F' konstant langs Py 1 Py:

k=1 k=1

d& max Aty — 0:

om F' ir kontinuerlig och 7’ kontinuerlig.
Da har vi motiverat:

: FirCli QCRR™, C’:r:r(t),a—t> B ar en Cl-kurva i Q, da kallas talet

A=[3 F(r(t))-r’(t)dt:/CF-dr

kurvintegral av F lings C.

Om F &r ett kraftfilt sd &r A = det arbete som F utrédttar lings C (dvs da en partikel for-
flyttas fran r(«) till r(5) langs C.)

SATS: Definitionen &r vettig, dvs talet A dr oberoende av kurvans parameterframstallning.

Bevis. (annan parameterframstillning: variabelbyte i integralen, kedjeregeln)

C:r=r():«a -y B. Annan parameterisering: C: 7 = 71(u), a — b, tar (utan att det innebér
nagon inskrankning) a < b

b
A= / Fri(w)) -7 (u)du

¢:la,b] — [a, f]
ur—t



bijektiv, C! med p(a) =a, ¢(b) =B, (t.ex. p(u)=a+ W)

1(u) =7(p(w))
b

b
A= [ Fow) - grtret)du= [
" P

F(r(e(w)) r'(¢(w)) ¢'(u)du=
/ F(r(t)) -r'(t)dt

Vi skriver nu A “parameterfritt”: (motivering i R3): F = (P, Q, R), 7(t) = (x(t), y(¢), 2(t)):

B B
A:/ (P,Q,R)-(:v’,y',z’)dt:/ (Pz'dt+ Qy'dt+ R2'dt) =

(%

:/Pdm—f—Qdy—f—Rdz:/ F.dr
c c

(med dr =(dz,dy,dz) = (z', y',2")dt =r'(¢t) dt i ndgon parameterisering).

Om C:r:r(t),a%ﬁ.
/(JF-dr:/C Pdm+Qdy+Rdz+(---)=[f F(r(t))-r'(t)dt

ExXEMPEL: F(z,y) =(2y, z): Berdkna det arbete som F utrédttar di en artikel forflyttas i planet
fran (1,0) till (0, 1) langs:

a) strickan C; (Rita alltid).<fig25>

Steg ett: parameterisera kurvan:

r = t
Cl.{ y=1—t’1—>0

"

t)y=(t,1-1)
r'(t

)=(1,-1)

0
A= [ F.dr= F-r’(t)dt:/ (2= 2t,8) - (1,— 1)dt =
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b) enhetscirkel Cy (kortaste vigen)

r=cost t
02'{ y=sint ’0—>§

r(t) = (cost,sint)
r'(t)=(—sint,cost)
A= F-r'dt:/2 (2sint,cost)-(—sint,cost)dt:/2 (—2sin2t+cos2t)dt:/2 (1 —3sin?
Ca 0 0 0
t)dt =




Eller, alternativ parameterisering

r=t t
Cy: 150
2{y:\/]_—t2

_ [ o0VI-,¢) (1, ——'—) dt= Do Lt!
| =) (o 5)

Nu nya begrepp:
A) f6r kurvor
B) for mangder
C) for falt
A) for kurvor.

:Cir=7r(t),a L4 B en kruva i R™.

1. Kurvan — C definieras som — C:r =r(t), 8 SN a, samma punktméngd, med motsatt genom-
16psriktning.

2. Om C7 och Cy ar tva kurvor i R™ si definieras C; + C5 som den kurva som fas dd man
genomloper forst C; och sedan Cs. Man skriver C; 4+ (— Cy) =C; — Cy och C — C =0.

3. C kallas sluten (eng. closed) om r(8) =r(a). (Blanda inte ihop “sluten méngd” och “sluten
kurva”.)

4. C kallas enkel (eng. simple) om r &r injektiv pa Ja, B[, dvs “dubbelpunktsfri”, “skir ej sig
sjalv”.

5. Kurvor i R?%: En sluten kurva i R? &r positivt orienterad om den genoml6éps moturs.
SATS:

a) [ F-dr=—[, F-dr

b) f01+02 F-dr:fCl F-d7‘+fc2 F-dr.

B) Mingder: OBS: Q C R?

1. Q kallas enkelt sammanhiingande (eng. simply connected). Om Q &r bagvis sammanhéng-
ande och “utan hal”, dvs varje enkel sluten kurva i 2 omsluter endast punkter ur 2. Kurvan kan
dras ihop till en punkt i Q.

2.  har positivt orienterad rand om  ligger vanster om 0€). <fig26>
C. Falt

1. Kurvintegralen [ F-dr &r oberoende av viigen i 2 C R" om

F-dr= F-dr
Cl CQ

for alla Cl-kurvor i 2 med samma start och dndpunkt.

2. F:R"™— R" kallas konservativt i 2 om det finns en funktion ®: R" — R si att FF=grad ® i
1. Denna funktion ® kallas da potential till F i ).

Andra namn: gradientfdlt, potentialfdlt, exakt.



