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Repetition:
erf(z) = i/ e tdt—1 da z— o0 [/ e tdt = \/77}
VT Jo —o0

Konvergensuppgift For vilka a konvergerar
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) om a > 1, och divergent om a < 1.

Svar: integralen ar konvergent (och lika med —

ANMARNKING: f >0 &r viktigt.

MOTEXEMPEL:

. 0Lz
b: {—2<y<2

o) 2
// rzydzdy: / x(/ ydy) de=0
D 0 —2

2 00
men / y< / xdx) dy &r dock divergent.
-2 0

ANMARKNING: Om f > 0 sa &r foljden (I,)pxq vdxande (D, &r en uttémmande foljd). Alltsa:
konvergent <= begrédnsad uppat.

SaTs: Om 0< f(z,y) < g(z, y), s& giller (f, g dr kontinuerliga):

// g(z,y)drdy konvergent — // f(z,y)dzdy konvergent
D D

// f(z,y)dzdy divergent = // g(z,y)dzdy divergent
D D



ANMARKNING: Godtyckliga f kan behandlas s& har:

Om [ [, |f(z,y)|dzdy &r konvergent (“f &r absolut integrerbar”) sa kan man sétta

/L f(may)dxdy=/[) (f(may)+|f(:c,y)|)da:dy—/¢) | f(z, )| dedy

b
3 f(E)Ani— / f(@)dz

b
> f(fiank)AwiAyi—)/ f(z,y)dzdy
T E a

och sa vidare pa samma sétt i hégre dimensioner.

Trippelintegraler

K C R3 K ar (Jordan-) métbar om K #r begrinsad och det till varje € > 0 finns ritblock
(“tegelstenar”) D;r; (m(Diri) = Az; Ayg Az)) med sammanlagda volymen < & som Gvertécker
OK (randen).

Om f ar kontinuerlig pa4 K (K &r méitbar, begransad) sd har Riemann-summorna

n

Z Z Z f(é.’banka Cl) szAyk AZ[
i=1 k=1

=1

med (&, 1k, (1) € Diki, ett grinsvirde da max \/Az? + Ay? + Az} — 0 som skrivs

///K f(z,y,2)dvdydz

BERAKNING: (Forutsdttningar som ovan)

Sats: Om K = {(z, y, 2): (x,y) € D, D métbar, p(z, y) < 2 < ¢¥(z, y), ¢ och ¢ kontinuerliga}.

<fig21>.
P(z,y)
[[] t@yoaayaz= [ [ [ fa,y.2)dz ) asdy
K D e(z,y)

Resultatet av den inre integrationen F(x,y) ar kontinuerlig.

SATS: Om kroppen ligger mellan planen z = c och z =d. <fig22>. D, &r projektionen av tvér-
snittsytan K N (z=zp). D& &r

///K f(“”y’z)dmdyd“/cd (/L f(w,y)dzdy)dz
J://L (22 + y?)dzdydz

dir D={(z,9,2):0<2?+3¥><2%,0<2<1}. 2> /a?+y? ér en kon.

7.3 Beridkna



Zz=sqrt{x™2 + y
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poldra koordinater] =
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r2(1—r)-rdrdf=27r(
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Samma regler som for enkel- och dubbelintegral: linjér, additiv...

Speciellt:

m(K)

dz)dzdy= / /D ((z, y) — oz, y))dzdy

¥(z,y)

(z,y)

///dedydﬁ/ﬁ)(ﬁ

Volymen av K.



Variabelsubstitution

.TR3 3

Sats: K C R? begriinsad, mitbar, T:R° = R bijektiv, C' pa 6ppen Q D K, f kontinu-
(z,9,2)— (u,v,w)

erlig pa K. 7 o

///K f(w,y,z)dzdydz:// » f(u,v,w)‘%

bl b

dudvdw

dar funktionealdeterminanten &r en skalfaktor som anger volymforstoring/férminskning d& man
gar fran u, v, w-rummet till z, y, z-rummet.

Viktigaste substitioner:
1. linjar substitution
2. rymdpoléra (och sfariska) koordinater
P=(z,y,2)€R3 eller 7=0P
r = avstand fran origo

 =vinkeln mellan 7 och positiva z-axeln (0 < ¢ < 27)
6 = vinkeln mellan 7 och positiva z-axeln (0 <8 < 7)

Det ger
z=rsinf cos p
y=rsinfsin ¢
z=rcosf
T, Ty Ty sinfcosy rcosfcosp —rsinfsinp
d(z,y,2) Ll ol | = | sindsi 0si 0 _
——== Y, Yg Y, |=|sinfsiny rcosfsing rsinfcosy |=
d(T‘,e,QO) ror 6 —rsin® 0
Zr 2 Zg cos 7 sin
sinfcosy cosfcosp —singp
=r“sinf | sinfsinp cosfsin cos =
2 . 9 . 0 . (p 0 . (p (p
cosf —sinf 0
:r2sin9<cosﬁ COSGC.OS(‘O —smp ‘+sin9 s%nﬁ(:f)sgo —sme D:
cosfsiny cosp sinfsinp cos ¢
=r2sinf(cos?0 - 1+ sin%0 - 1) =7r2sin f
LAR IN!



