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Variabelsubstitution

Problemstillning Vad ar sambandet mellan areorna m(D) och m(D’) vid en transformation
T:R2?— R2, (z,y) > (u,v) som avbildar D pa D'? Svar: m(D) ~ |2E:Z; m(D"), dvs beloppet av

Jacobi-determinanten &r den skalfaktor som anger areaférstoring d& man gar fran z-y- till u-v-
planet.

Motivering

1. Linjar substitution:

u=azx+by
v=cx+dy

<figl8>. m(D) = (z2 — 21)(y2 — y1) = AzAy.

m(D)=|| 2T T
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Lika, i varje punkt.
2. Godtycklig C!-substitution:

m(D) = (x2—x1)(y2 — y1) = AzAy. m(D') approximeras di av parallellogrammen:

m(D') x| PPy x PPy =|| 271 2o

Ug— U1 V4— U1

uy — up =u(z2, Y1) — u(z1, y1) =uz(&1, y1) (2 —21) med & mellan z; och zo
ve— vy =0(x2,y1) — v(z1, y1) =v4(&, ¥1) (T2 — 1) med & mellan 21 och x5
ug —uy =u(z1, ¥2) —u(, 1) = u;(xl, ) (y2 — 1)
vy — vy =v(T1, Y2) —v(T1, Y1) = v;(wl, n2) (Y2 — y1)
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Om %;&o: m(D)>0=>m(D')>0.



ANMARKNING: Alltsa m(D) ~ ‘d(ul o m(D') = |d§z 113| m(D").
d(=z, y)

Det ger nu, <figl9>,
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Sats: D C R2, begrinsad, métbar, f kontinuerlig pd D, T: R? — R?, bijektiv, C' (pa en dppen
méangd D D) som avbildar D pa D'. D4 géller

//fa:ydmdy—/ flu,v)

EXEMPEL: Volymen av ett klot: K: 2%+ y? + 22 < R?: <fig20>:

;‘d udv

|-polé,ra, koordinater:-|

:2.// /R% — 22 — y2 dzdy = T=TCOS —
D

y=rsinp
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T:R?> — R? u=z?
(@, y) > (u,v) v=y3

D:z%+ y?< 1 avbildas pad D'. Berikna m(D') = arean av D’.
Losning: ar T' (lokalt) bijektiv?
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inversa funktionssatsen: T &r bijektiv lokalt i varje punkt (a, b) med a b # 0. Men vi ser: T &r
bijektiv pa hela R? ty (z1,y1) # (z2, y2) = (1, 91) # (23, v3).
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" u?/3 + 0?3 <1 #r en asteroid.

Generaliserade (dubbel-) integraler

Om D CIR? ej #r begrinsad och/eller f ej #r kontinuerlig pa D, da kallar vi

//D f(z,y)dzdy

en generaliserad integral.
Behandlas sa hér:

: En foljd D, (n =1, 2, ...), D, C R? kallas uttémmande till D och f (engelska:
exhausting) om

e DiCD,CDsC--CD,C

e D; ar méatbar, begransad.

e Usr, Dx=D\M, dér M &r en nollméngd.
e f kontinuerlig pa D,

EXEMPEL pé uttémmande foljder till R? (godtyckligt f):
a) Dy: 22+ y? < n?. Cirklar.

b) Dy:|z| < n och |y| <n. Samma med kvadrater.

c¢) D:|z| + |y| <n. Nu har vi vridit pa kvadraterna (rital).

: fiR* > R, f > 0D CR? Vi siger: Den generaliserade integralen [ fD flz,y)dz
dy ar konvergent om det finns en uttémmande f6ljd D,, till omradet D och f sa att

Jim / /D ] f(z,y)dzdy
//D f(w’y)d””dyﬂlgr;//l)n f(z,y)dzdy

I [p f(z,y)dazdy &r divergent om det finns en uttémmande f6ljd till D och f sa att

existerar, och da sétter vi

I/ D, (z,y)dzdy saknar gransvirde d& n— oo.



SATS: Definitionen &r vettig, dvs ffD f(z, y)dzdy ar (f > 0N!) divergent f6r alla uttémmande
foljder eller konvergent med samma gransvirde for alla uttémmande foljder.

SATS: Fubini géller &ven for generaliserade integraler.

EXEMPEL: (viktig, statistik, fysik)

o0
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Losning;:
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