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iR R, DCR? D={(z,y):a<z <b,c<y<d} (eller i alla fall begréinsad, métbar).
f integerbar 6ver D om
n m

Z F (&, ne) Az Ay — //f(m, y)dzdy da max+/Az®+ Ay?—0

1 k=1

3

I ANMARKNING:

D behéver ej vara en axelparallell rektangel, utan det racker att “D kan approximeras med axel-
parallella rektanglar” (D begransad):

: En méngd D C R? kallas nollmiingd om det till varje € > 0 finns (axelparallella)
rektanglar som Gverticker D och vars sammanlagda area dr <e. m(D) =0.

: En méngd D C R? kallas (Jordan-) mitbar om D &r begrinsad och randen &D #r
en nollménd.

EXEMPEL pé nollméngder:

a) punkter: m({(a,b)})=0

b) C%kurvor: Om C dr en C%kurva av dndlig lingd s& &r m(C) =0.
ANMARKNING:

Man kan approximera D med métbara méngder D;.

£(&5, mg)m(D;) ™ B =0 / /D f(z, y)dzdy

n
Jj=

1

Berskning;:

aLz<b
c<y<d’

/L f(ac,y)da:dy:/cd (/ab f(w,y)d;y)dy:/ab (/cd f(w,y)dy)dm

Bevis. For fixt y =n: tvisnittsytan kroppen K N {planet y =n}:

SaTts: (FUBINI, upprepad/itererad integration). D:{ f integrerbar pa D <figl4>.

b
A(n) :/ f(z,n)dz: kontinurelig funktion A(y)

“Skivorna” ¢=yo < y1 < - < Y = d: (tjocklek Ayg, hojd f(z, nx)), yrk—1 < Mk < Yk, approximerar
K:

m n b d d b
A(nk)Ayr= flx,np)de | Ay, — [ A(y)dy = f(z,y)dz |d
/; ) Ay ,;(/a T, M x) Yk /c y)dy /C</a T,y w)y

Analogt i x-led:
d
A(G) = / f(&,y)dy = arean av tvérsnittsytan K N (planet z = )

Cc



6.4 Berikna, A:0<z<1; - S<y< S
5 1
// ysin(y+a:y)dxdy=/ / ysin(y +zy)dz |dy=
A -5 0

g z=1 % . 1 . %
= [—cos(y+xy)],_,dy= (cosy —2y)dy =2 s1ny—§s1n2y =2

=
2 2 0

6.6 A: { 1‘2 52;2 . Integranden &r udda:

2 2 .
__ysinz ysinx _
// a4y W= /1 (/_2 (1+w2+y2)3dm>dy ’

SaTs: (integration 6ver “standardomréden”)
f:IR?—= R &r kontinuerlig pa D CR2. ¢, 9, o, B ar kontinuerliga.
A) Om D={(z,y):a<zc<b, p(z) <y < ¢(x)}. <figlba> Da ar

/[ f(w,y>dwdy=/ab (/;()) f(w,wdy)dw

B) Om D ={(z,y):c<y<d,aly) <z < Aly)} <figl6b>. Da ir

famdray= [ [ [7 £z |dy
//D /c /a(y)

¥(x)

Bevis som ovan: “skivformeln” A(z f o(2)

f(z,y)dy ar kontinuerlig.

6.12 D:{m2<y<1.

z>0
T A 1 1 |
dzdy =[A] = dy |dz=Do I
//Dl+y2“’[]/o /1+2yw a
! Vi Vol 1 ge=ym 11
B]= dz |dy = ~[2 ”:—/ Y _dy=
[B] /0 (/0 1+y2 x) y /0 1+y22[x]x:0 2/ 1+92 y

In2

=~ [In(1+y?)], =1

»-lkln—l

REGLER (fas ur “grénsvirdesregler” eller regler for enkel integral).
SaTs: f,9:R?2— R integrerbara pa D, dir D ar méitbar.

1. Linearitet (c1,c2 € R).

/L (clf(fv,y)+029(w,y))dmdy=cl/[) f(a:,y)dxdy-i—cz//D g9(z,y)dzdy

2. Om D;N Dy dr en nollméngd:

// fmydwdy—//fmydxdy—i—/fa;yd:vdy

DU D,



3. f>0=

// f(z,y)dzdy >0 (dzef volymen av “kroppen under ytan z = f(z,y)”
D

4. Triangelolikheten (foljer ur motsvarande fér summor):

‘/L f(m,y)dmdy‘</é |f(z,y)|dzdy

EXEMPEL pa “koordinatbyte™ T:R? — R2.

5. Variabelsubstitution:
A) Linjar transformation (basbyte): (x, y) — (u,v) med { 3:35:53 <figl7>.

J1<axz+by<3 : 3 Lf1<ugs
D.{ 2<ontdy<s (parallellogram) avbildas pa D" { DIDIE

B) Polér substitution: (x,y) — (r, ¢):

p-1. ] T=rcosg
"l y=rsiny

D:1< 2+ y? <4 avbildas pa D": { 1<

Arean av en parallellogram:

To—T1 Y2— U1 |

arean = |P1P2 X P1P4| =|
Ta—T1 Ya— U1




