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1) Inversa funktionssatsen: f: R™— R™ &r C' i en omgivning till a:
Om j—i(a) #0sa dr f bijektiv lokalt kring a.

EXEMPEL: (basbyte): <figd>

T:R?—R2
(@, y) > (u,v)
u=azx+by
v=czr+dy
d(u,v) | ugy uy a b e L
d( y): o o T e d #0<= T bijektiv (lokalt i varje punkt)
) T Yy

2) Implicita funktionssatsen.

Problemstillning: Definierar en ekvation (ett implicit samband) en variabel som funktion av
de 6vriga [“kan man 16sa ut...”].
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b) Ekvationen: F(z,y) = 22 + y? = 1. I punkter (a, b) med b # 0 kan vi l6sa ut: y =+v1—z% om
b > 0 respektive y = — v1—2? om b < 0. Men det gar inte om b =0 (t.ex. i (1,0)), ty i varje
omgivning finns det punkter (1, y;) och (1, ys) med y; # yo.

EXEMPEL: a) zy =1 ger funktionen y =

Vad far inte h&dnda? Jo, nivikurvan far inte ha en lodrdt tangent, dvs inte ha en normalvektor
(n1,0), dvs Fy, #0 i punkten.

¢) IR F(z,y,2) =2+ y*+2?=1 (en sfir med radie 1).

I punkten (a,b,c) med c# 0 definierar ekvationen z som funktion z(z,y) =+/1 —2?—y?>ome>0

och z(z,y) = — /1 —2%—y? om z <0. Men det gar inte i punkter (a,b,0), ty i varje omgivning
finns tva punkter (a,b,c1) och (a,b, o) med c; # co.

Det far inte finnas tangentplan L z-y-planet, dvs normalvektorn # (nj,ns,0), dvs F]#0.
SATs: (implicita funktionssatsen)

i R?: Om F: R? - R &r C! i en omgivning till (a, b) och Fy(a, b) # 0 s& definierar ekvationen
F(z,y)=F(a,b), y som en C'-funktion av z lokalt kring (a,b), dvs det finns en omgivning till U
till (a,b) s& att U N {nivakurvan F(z,y) = F(a,b)} dr en funktionskurva y = f(x). <figl0>.

f'(z) fas genom att derivera F'(z, f(z)) =k:

fla)y==-45 iU

i R3 Om F:R?®— R ir C' i en omgivning till (a,b,c) och F}(a,b,c)#0, sa definierar ekvationen
F(z,y, z) = F(a, b, c), zsom en C'-funktion av (z, y) lokalt kring (a, b, c), dvs det finns en
omgivning U till (a,b, c) sa att U N {nivaytan F(z,y,z)=F(a,b,c)} &r en funktionsyta z= f(z,
y). fz och f, fas genoma att derivera F(z,y, f(z,y)) =k.

Bevis. R?:

= F#0

‘10
F! F

@~ ~

U==1 .
v=F(z,y)  |v; v




inversa funktionssatsen ger: T': (x,y) — (u,v) &r bijektiv lokalt i (a,b).

Bevis. R3:
! ! !
U=z Uy Uy U, 1 0 O

v=y : vy vy vy |=| 0 1 0 |=F#0
w=F(z,y,2) wy wy, Wi F, F, F;

Inversa funktionssatsen ger att (z, y, z) — (u,v,w) &r bijektiv lokalt i (a,b,c).

Derivatorna riknas s& hir (inte memorera resultatet). I R%:
(F(z, f(2))) =F;- 1+ Fy f'(2) =0= f'(2) = -

IR

of F,

o L E o T
am(F(m,y,f(a:,y)) F;-1+F,-0+F/- f””_0=>8x >

Analogt hanteras a%‘
EXEMPEL:

a) F(z,y)=2?+y*=1:
Fy=2yom y#0

ger y =y(x) och

S B
Fy 2y y

b) F(z,y,2) =2+ y?+22=1: F/=22%#0 om 2 #0 ger

c) F(z,y) =23+ y3 - 3z y (Descartes dgla, folium Cartesii, <figl1>).
F(z,y)=0.

F)=3y?-3z#0 daz+#y?
Fy*,y)=y°+v* -3¢ =9°(y*-2)

Problempunkter (0,0) och (\/_ 3{/_) i alla andra punkter &r kurvan lokalt en funktionskurva.

Integralkalkyl
Igen: Vi motiverar allt geometriskt. Problemstdllning: Bestdm volymen av en kropp.
Vi utgar ifrdn volymen av ett rétblock med sidlangderna a,b och h: V=a-b-h.

Om “locket” &r en funktionsyta z = f(z, y) > 0, d& &r kroppen K = {(z, y, 2): (z,y) € D,0< 2 <
flz,9)}, D={(z,y):a<z<bcLy<d}. <figl2>



For att fa ett matt for K:s volym, m(K), approximeras K s hir: sonderdela D:

D: a<zr<b a=zpg<r1<T9<--<Zp=>b
cLy<d: c=yo<y1<Yyp<--<ym=d

ger delrektanglarna

i1 ST T
Di .
Ye-1SY< Yk

arean M (D;p) = Ax;Ayy dir Az, =x; — -1, AYyr =Yg — Yr—1.

Om f dr kontinuerlig sd antar f pa varje D;; (kompakt) ett minsta virde m;j och ett storsta
virde M;y, alltsd om vi kan hitta ett vettigt matt m(K) bor gilla:

m:z": Em: mipAz; Ay <m(K) < z": i M AziAyr = Sp,m
i=1 k=1

i=1 k=1

Vi kallar s, for en undersumma, Sy, for en Sversumma.

: Om det finns precis ett tal I som ligger mellan alla under- och Gversummor sa
kallas f (Riemann-)integrerbar 6ver D, och vi skriver

1= [ [ fe.mazay
D

SATs: Om f &r kontinuerlig pd D sa ar f integrerbar: undersummor och 6versummor konver-
gerar mot talet I, ja, varje Riemannsumma oy , konvergerar mot I:

/f(:c, pdedy _

n m /
(&, mk) € Dy k (godtyckligt valt). \/Az?+ Ay? kallas diameter av D; .

Bevis. sy, vixande begrénsad uppat (av varje Sp,m): Det finns supremum Is.

Sp,m avtagande, begrénsad nedat (av varje s, m,): Det finns infimum I.
L<
Att visa: I; = I.
Sn,m — Sn,m= Z Z (M; . —mi k) Az;Ayr — 0 da max \/W-) 0
M; —m; i <Ee.
Snm—$nm <€ Y AwjAy,=em(D)

ty f ar likformigt kontinuerlig p4 D (D kompakt). Alltsa I = I,.

Dé gér 8ven oy, ,, mot I enligt insténgningslagen. O



