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f: (fla f2a ooy fn)Rm_)]Rn

Jacobi-matris: f'(a), i rad ¢ kolonn k: %(a).

E)wk
D& m =n finns Jacobidetermninanten: j—f(a) = 9l for s fn)
x d(z1, @2, ...y Tn)
Exempel:
T:R?— R2

dar z > 0).
(,y)= (r,0) = (\/a:2+y2,arctan%) (dér 2> 0)

T-1.R2 5 R2
(r, )= (z,y) = (rcos p,rsing)

Poléra koordinater.

z Yy
T'(x,y):a(r’go): T% T% = Vet y: /2t +y?
€Z
Az,y) \ = ¥y A e
B Y 2 2
d(r,¢) _ | Varte® Varte® |_ 22+ _ 1
d@.y) | -2t S5 | @+ VR VR

oz,y) [ xr z,\ _(cosp —rsing
or,o) \wyr y, | \sing rcose

d(z,y)
d(r, @)

cos@ —rsing |
sing rcosy

Detta sista ar ett viktigt resultat.

Allt blir enkelt d& man réknar med f'(a), som i envariablefallet. (a i stéllet for a, f'(a) i stéllet

for f'(a)).
1. Differentierbarhet

Att fF=(f1,..., fn): R™— R™ ar differentierbar i a innebér att alla fi, ar differentierbara i
a, dvs for alla k=1, ...,n giller:

frla+h) — f(a)=grad fr(a)-h+|h|pr(h) dir pr(h)—0 d& h—0

Skriv upp alla dessa n ekvationer som ett ekvationssystem:

@) (@) - )

fila+h) = fi(a) oo Be2 Ben hy p1(h)
f2(a+h.)—f2(a) — WZ(G') : : h.2 +|h| PZ(_h)
fala+h) ~ fa(a) YUng) o Uo(g) | \m pu(h)

Med annan notation:

fa+h)— f(a)=f'(a)-h+|h|p(h) dir p(h) >0da h—0



f ar differentierbar i @ om detta galler, dvs f approximeras av avbildningen

he f(a)-h

s& bra att p(h) = f(”+h)_f“(f|)_f’(a)'h —0dah—0.

: (2.7 och 3.2) Om f: R™ — R™ &r differentierbar i a si kallas den linjira
avbildningen

df(a):R™—R"
h— f'(a)-h

for differentialen till f i punkten a (eller totala derivatan av f i a).

EXEMPEL: m=n=1:

df(a):h— f'(a)-h (ger tangent)

df(a):h—grad f(a)-h (om m =2: tangentplan)

SPECIELLT EXEMPEL: Funktionen

gR—-R
T

ar C!, dess differential dg(z): h+ ¢'(z) - h=h. dz(h) =1-h. Vi skriver alltsd (utan argu-
ment: h=dz och df = f'dz.

f(z,y):df = fadz + fydy
(s& kallad differentialform)
2. Kedjeregeln
g RP—>TR™
f:R™—>R"
fog:RP—R"

Vg C Dy, g och f &r differentierbara (i a respektive g(a)).
Da ar h= fog= f(g(a)) differentierbar (i @), med

h'(a)=(fog)'(a)=f'(g(a))-g'(a) (matrismultiplikation)

dvs Jacobimatrisen till f o g = Jacobimatris till f ganger Jacobimatris till g.

(flg®)))'=F'(g(t)-g'(t)
b) Om p=m=n:

det((fog)') =det(f'(g(t)))-det(g'(t))



Om f &r injektiv sd #r f ! differentierbar med

dvs Jacobimatrisen till ! &r den till Jacobimatrisen till f inversa matrisen.

df ! 1
(f(a))= (om #0)
dz @
a) Skriv g(t) =z, f(x) =y. D& blir
%y _0y o=
o ox ot
b) Med m=p=mn:
dy _dy dz
dt dz dt

Observera vilken punkt man sétter in i funktionen.
N A
or  \Ox

Bevis. a) Kedjeregeln (for varje koordinatfunktion).

b) det(A-B) =det A-det B

Kedjeregeln och inversa funktionssatsen...

Utforligt (repetition) for m=n=p=2

h = (hy, hs)
g(u,v)=(z,y)
F=(f, f2)

h(u,v) = (fi(z(u,v), y(u,v)), fo(z(u,v), y(u,v))

Oh1  Oh1 ofi 8fr oz
ou Ov — 0z Oy ou
Bhy Oy o 0f || oy
ou ov or Oy ou

(Mycket bra matematisk motivering for definitionen av matrismultiplikation.)

IeY®

EXEMPEL: kolla:

dlz,y) .1 _
d(r, ) _38,:3

Nu har vi tva satser kvar:

1. Problemstillning: Ar T:R™— R™ bijektiv, Atminstone lokalt:



Kom ihag: f: X Y (X och Y &r méngder, t.ex. R?).
e f &r injektiv om z1 # x2 = f(x1) # f(x2) med z1,z2 € Dy.
e f &r surjektivom Y =V}
e f &r bijektiv om Dy=X och Vy=Y och f &r injektiv.
SATs: (Inversa fuktionssatsen) Forutsdttningar:
e T:R"—R"ér C!ien omgivning ( till a.
o x(a)#0
Pastaende: Det finns en omgivning U till @ och en omgivning V till f(a) s att
flooU—=V
ar bijektiv och (f|U)_1 ir C'. Kort: da &r f lokalt i a bijektiv. <fig8>

Vi skriver ofta f i stéllet for “restriktionen av f pa U” (f|v).

Bevis. (Eller i alla fall ndstan en bevisidé).

S approximeras av den linjdra avbildningen df(a): h — f'(a) - h (s& bra att...) men for linjar
avbildning vet man Az = b &r entydigt l6sbart om och endast om det A # 0. D& borde vil dven
f vara injektiv (nira a). C! foljer av kedjeregeln. O

EXEMPEL: Polir substitution lokalt bijektiv i varje punkt (a,b) # (0,0) ty

d(z,y)
EXEMPEL:

T:R3>—R3

(z,y,2) = (u, v, w)

u=r+y+z

v=r—yY+z

w=a>+y*+2°
d(u, v, w) Uy Uy UL 1 1 1 2 0 2 1 0 0
d(’,): vy vy vy |=|1 -1 1[=2[1-11|=4/1 -1 0 |=—-4(z—2=)
.Y,z wy Wy, W 2z 2y 2z T Yy z T Yy z—x

Svar: Lokalt i varje punkt (a, b, c) med a # ¢ &r T bijektiv, dvs u, v, w duger som nya variabler.
(Omvéndningen galler inte.)



