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Repetition Kvadratisk form: Q(h,k)=Ah?+2Bh-k+ Ck?, allmént:

Q:RF >R
p
h=(h1,....hp) > Q)= > Ajihjhy,
k=1 j=1

Kan vara:
1. Positivt definit om Q(h) >0 for alla h #0.
2. Negativt definit om Q(h) <0 for alla h#0.
3. Indefinit om det finns h;y och hs s& att Q(hi) >0 och Q(hs) <0.
4. Semidefinit: om olikheterna inte géller stréangt.
SATs: For en kvadratisk form Q: R?— R géller
Q(th)=t*Q(h)

[‘@ &r homogen av ordning tva”)]
Bevis. Framgar uppenbart av definitionen. O

Ett tillrackligt (men ej nédvéandigt) villkor for att en stationdr punkt ska vara max-, min- eller
sadelpunkt:

SaTs: Férutsittningar: f: R2 — R dr C? i en omgivning till (a, b); (a, b) ir en stationér punkt;
Q(h, k)= fiz(a,b) > +2f,(a,b) hk + £, (a,b) k*.

PASTAENDE:
e () positivt definit = (a, b) &r en stridng lokal minimipunkt.
e () negativt definit => (a,b) ar en string lokal minimipunkt.

e ( indefinit = (a,b) ar en sadelpunkt.

Bevis. (Taylor):
F@,9) ~ £a,D) = 5Qh, )+ (VITHR) B(h, b

Observera f, = f,=01 (a,b). Man kan eventuellt istéllet for B(h, k) vélja B(z,y). h=z —a.

B ar begransad, sa den termen gar mot noll mycket snabbare &n @Q-termen. Darfor avgor Q-
termen vansterledets tecken for sma h, k.

Om Q &r positivt definit, sa antar Q pa S: 22 + y% =1 ett minsta viirde J, ty Q ar kontinuerlig
och S #r kompakt, dvs 3(ho, ko): hd + k& =1 sa att 0 < 6 = Q(ho, ko) < Q(h, k) (ty # 0 och posi-
tivt definit) for alla (h, k) € S. DA géller for godtyckligt (h, k) # (0, 0):

h k . 1
= = — >
Q (\/h2 e N k2> [homogen av ordning 2] ey Q(h,k) >0




Brun vektor ligger pa sfaren S.

= [, ) ~ Fa,D) > 5 (W +K) 6+ (VIZ+ ) B(h, k) =

= (h*+ k?) <g+ Vh?+k?B(h, k))
Vh?+ k?B(h,k)— 0 da (h,k) — (0,0), dvs det finns € s att
‘\/hz-l-sz(h, k)‘ <%

for h? + k? < €2.
Alltsa giller for alla (z,y) # (a,b) med (z —a)? + (y — b)? <&

f(z,y)— f(a,0)>0

dvs (a,b) ar en strang lokal minimipunkt. O

(Kontinuerlig funktion pa kompakt méngd antar max/min).

Om @ ar negativt definit: visa att () antar storsta virde ¢ < 0, fortsitt analogt som ovan. Inde-
finit...

EXEMPEL: Bestdm alla stationédra punkter och avgdr deras karaktar.
a) f(z,y)=2>+3zy?— 15z —12y

b) f(z,y)=(z—y)*+y°

¢) Ovning 91.

LOSNING:

a) Funktionen ar C3:

I _ 9.2 2 _ 1L 24 22 _
fz=3x°+ 3y !15—0 {; +g‘1_5=>(w_y)2:1
fy=6zy—12=0 Y=
Fall : z —y=1:
w-(w—l)—2=w2—w—2=(a¢—2)(w+1);0

Stationdra punkter: (2,1), (—1,—2).
Fall 2: z —y=—1:
z-(z+1)—2=2?4+z-2=(z+2)(z—1)=0

Stationdra punkter: (1,2) och (—2,—1).
Avgér deras typ: Berikna Q(h, k) = fi'.(a,b) h*+2 ), (a,b) h-k+ f,',(a,b) k? i dessa punkter.



punkter: (2,1) (-1,-2) (1,2) (-2,-1)
2e 12 6 6 -12

" 6 -—12 12 -6

nooo12 6 6 -12
Alltsa i (2, 1):

Q(h,k)=---:12<<h+§)2+%k2>

positivt definit: minimipunkt.

Alltsa i (—1,—2):

Q(h k) =—6h2—24hk — 6k2 = — 6(h2 + 4 hk + k%) = — es((h+2k)2 - 3k2)
indefinit (t.ex. Q(0,1)>0, Q(1,0) <0, ): sadelpunkt.
Alltsa i (1,2):

Q(h, k) =6h2+ 24k + 6k2 = = 6((h+ 2k)? — 3k2)
indefinit: sadelpunkt.
I(—2,—1):

1.\*, 3
Q(h,k)=—12r% - 12hk — 12k*> = — 12(<h+ §k> + Zk?)
negativt definit, maximipunkt.
b)
fe=2(x—y)=0
fy==2(z—y)+3y>=0
= y=0=2=0. Enda stationira punkten.
f(z,y)=2"-2zy+y*+y*
Q(h,k)=2(h*-2hk+k?) =2(h—k)>>0
Positivt semidefinit. Satsen, kriteriet ger inget.
fy)=@-y*+y°
f(0,0)=0

(0,0) &r en sadelpunkt, ty i varje omgivning: 2 + y? < €2 finns (%, %) med f(g, g) = (%)3 >0 och
(55 med S(—5-5) =~ (5)°<0
Falt

f:R™— R"
= f(iE) = (yla ceey yn) = (fl(a:)a fZ(m)’ seey fn(w))



Vad ar deriverbarhetsbegreppet for falt? f ar entydigt bestamd av sina koordinatfunktioner.

: F=(f, f2y vy fn): R™— R™ &r partiellt deriverbar i @ € R™ [dvs: varje koordinat-
funktion &r partiellt dervierbar i a] D4 kallas:

afs af1 af1
g_g;l(a) %(a) 38:1}m (a) grad fi(a)
0 O(f1y -y [ 212 212 e 2 d
%f(a): a((£ Z )) (@)= f'(a)= azl‘(a) 3,52‘(0') § 3xm‘(a) _ | gra ;fQ(a)
. g oo 4t
o) o) - @) )\
funktionalmatris (Jacobi-matris) till f i punkten a.
III-
:0m m =n kallas
ﬂ_d(flaafn)_ !
dz = d(z1,...,2n) det f'(a)
funktionaldeterminant (Jacobi-determinant).
III-
EXEMPEL. m=n=1.
g(a) =[f'(a)]: 1x l-matris = tal = determinant
n=1
0
@)= (fila) i) -~ fi.(a)) =erad f(a)
...radvektor.
m=1:
1(t0)
/!
%(to) = 2(:t0) = f'(to) = tangentvektor
fa(to)
...kolonnvektor.



