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grad f = (fz, fy,...). R? grad f Lnivakurvor, R?: grad f Lnivayta.

Funktionsvirdena véxer snabbast i riktningen grad f(a), ndmligen |grad f(a)].

Bevis. “relativa fordndringen i riktningen v” (jv|=1)
fo(a) =grad f(a) -v=|grad f(a)| - |v]-cos ¢

dar ¢ ar vinkeln mellan grad f(a) och v, 0 p <27

storst <= cosp=1 <= ¢ =0, minst <= cosp=—1 <= p=m. a
ANMARKNING: (R3?) grad F(a) L nivaytan F(z,y,z) = F(a,b,c). Alltsa &r graf F(a) normalvek-
torn till ytan i a.

Exempel: F(z,y,2) =22+ y?+ 22 = R?

Ett plan med normal IN har ekvation N - (x — a) =0 <figd>. Tangentplan:
grad F(a,b,¢) - (x —a,y—b,z—c)=0

Speciellt: En funktionsyta z = f(x, y) kan betraktas som nivaytan F'(z, y, z) = f(z,y) — 2 =0.
Alltsa ar tangentplanet

Fp-(z—a)+Fy-(y—b)+F.-(z—¢c)=0

f2(a,0)(z —a) + fy(a,b) (y —b) = 1(z — f(a,b)) =0

Se dven <fig 5>.

SATS: Om f: RP - R dr C™ i en 6ppen mingd D sa giller fér de partiella derivatorna till och
med ordningen m: det spelar ingen roll i vilken ordning vi deriverar.

. 3 3. AV A Y. n __ n
ExeEMPEL: R3,C3: ((f2)1)y = fyey = Fyya
Bevis. “repetition™ se beviset av “C! = differentierbar”. O

Lokala extrempunkter:

: f:RP—> R, a € RP: Vi siger

storsta

1. f antar i a ett minsta virde om f(a)Z f(x) for alla ¢ € Dy.

NV

lokalt maximum
lokalt minimum
for allax e DyNU.

om det finns en omgivning U till a s att f(a)Zf(a:)

2. f antar i a ett
! <

a kallas da (lokal) maximipunkt/minimipunkt=(lokal) extrempunkt, f(a) kallas extremvérde.
Il

Hur hittar man (lokala) extrempunkter, hur avgér man deras karaktér?

p=1: f'(a) =0 nddvindigt villkor (om f &r deriverbar).



For f:R?— R: grad f(a)=0.
Sars: (Tentauppgift)
Forutsattning: f: RP— R antar i a ett lokalt extremvarde. f ar partiellt deriverbar i a.

Pastaende: grad f(a)=0.

Bevis. (for p =2, a = (a, b)). Funktioner 9(x)

9'(a) =0= f3(a,b)
h'(b) =0= fy(a,b)

b antar ett lokalt extremviirde i %, alltsa
fla,y)

b’
d

Obs: nodvéndigt, ej tillrackligt villkor:

ExempPEL: f(z, y) = 22 — y?: grad f = (2z, — 2y) = (0, 0) i (0, 0), men (0, 0) &r varken lokal
maximi- eller lokal minimipunkt, ty: i varje omgivning U.: 22 + y? < &? finns punkter, t.ex.

<fig6> (3,0)resp (0, —3) dar

1(50)=(5)'>0- 100

05 = (5) <o=s00

: f:R? > R. En punkt a som inte ar lokal extrempunkt men i vilken grad f(a) =0
kallas sadelpunkt. En punkt i vilken grad f(a) =0 kallas stationir (kritisk).

XHE2-y*x2

Figur 1. Exempel pd sadelpunkt.

Hur kan man avgora typen (karaktidren) av en stationdr punkt? Titta pa hogre derivator:
“Taylor”.

SaTs: Forutsittning: f: R?— R,C? i en omgivning U till (a,b).



Pastaende: For (z,y) € U géller:

f(@,y) = fa,b) + fi(a, b)(x — a) + fy(a, b)(y — b) + %{fa'clz(aa b)(z —a)* +2fzy(z — a)(y — ) +
vy(a,0)(y — )%} + (\/(a: —a)?+(y— b)2)3B(a:, y) dar B dr begriansad

Bevis. (Tentauppgift) <fig7>

Betrakta F'(t) = f(a + th, b + tk) (rdkna ut f pa strackan ~, 0 BN 1”). F &r C® pa ett dppet
intervall I D [0, 1], F:s Maclaurinutveckling:

F(t) = F(0) + F'(0)t + 3E"(O)F + 5 F"(7)¢

med 7 mellan 0 och ¢. Speciellt for ¢ =1:

F(1) = F(0) + F'(0) + 5F"(0) + <F""(r)

Kedjeregeln:
f(xa y) = f(aa b) + fa;(aa b)h + f@j(aa b)k +

+ 5 (faala, ) + fify(a,b) hk + fyz(a, b)kh+ fyy(a, b)k?) +

+

D= N

(f222 (€, MBh+ faay (& WPk +2 f2ya (& MA%K + 2£2'yy (€, ME* A+ filyy (&, nE®) =

3 2 3
=t (V=P —07) 3 (%fé’éw(f,n)+%ﬂé'&y(f,n)+--'+%fﬁéy(£,n)> =

=tV Bla,)

B &r begransad i ndgon omgifning till (a,b), ty fezz, fayy, -~ &r begransade (ty kontinuerliga!)
och |h| < VRZ+ K2, |k| < VRZ+ k2 => 3}-’“ <3 osv.

h3
VeSS

N

<1

Analogt till hdgre dimensioner, analogt till hégre ordning. |

BERAKNING: Utnyttja envariabelutvecklingar: Exempel:
Utveckla (kring (0,0)) f(z,y) =e®siny till och med ordning 3.

Losning;:

flz,y)= <1+m+%2+w331(m)) (y - y6—3+y532(y)> =

1, Z/3
=y+ay+ge y—g+R4(fv,y)



