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Repetition f:RP— R, a=(a1,as,...,ap)

of (@)= lim flai,az,...,ai+ Ay, ...;ap) — flai,..., a4, ..., ap)
(91‘1' Ax;—0 Awi

f differentierbar i @ om
f@) = fla) = fo,(a) (1 — za) + -+ + fo, (@) (@i — ag) + - + fz, (@) (zp — ap) + |z — a|p(x — a)
Sars: (Tentauppgift) Om f &r differentierbar i @ s& ar f kontinuerlig i a.

Bevis. f(z)— f(a)>0daxz—a O

Omviandingen géller ej: Ex:

a) f(z,y)=|z| + |y| & kontinuerlig i (0, 0) men inte ens partiellt deriverbar i (0, 0) — Visa
det!

b) !

(z — )3
T — 172 yZ b) ('T, y) % (07 O)
Jw) { 0, (e.5)=(0,0)

f ar partiellt deriverbar, kontinuerlig men inte differentierbar i (0, 0). (Demonstreras torsdag,
Do IT!, 6vningstenta)

g:R? - R?

(0,0) > (2, 9) dar z(u,v) och y(u,v) ar differentierbara.

fiR? > R: h(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)). Man skriver ofta % nir man menar %.

of _of oa 0f o

Ou Oxr Ou Oy Ou

or _of ox o
O Oz Ov Oy O

Men det vanliga dr: g &r bijektiv (lokalt): g=!: (z,y) — (u,v):

of _0f ou of o
0r Ou O0r Ov Oz
of _9f ou_ of
dy Ou dy v Oy
TYPEXEMPEL poléra koordinater:

L=TCOoSY
(r,0) = (a1, 9): 0 218

r = Va?+y?

(z,y) = (r,9): y

p = arctan;, tex. iz >0



“Repetition”

D “C™m-fAlt”, me N

1. f:RP—> TR & C™i D C RP om alla partiella derivator till och med ordning m &r kontinu-
erligai D (som darmed maste vara en 6ppen méngd).

2. Ett falt f = (f1, ..., fn): RP—> R"™ & C™ i D om alla koordinatfunktioner fi, fo, ..., f, &r
C™iD.

ANMARKNING: Om fy, fy, ... existerar s& skriver vi:

Nt _ pn _ﬂ
(fa:)z— ww_axz

II_II_azf_a a.f
(fw)y_ zy—ayax—%<a_x>

"y " 9?
(fy)wz yw:améfy

De sista bada &r for det mesta lika.
Den viktigaste klassen av differentierbara funktioner &r C!-funktionerna:

SaTs: Om f:RP— R &r C! sa dr f differentierbar i D C RP. (omvindningen géller inte)

Bevis. (Tentauppgift) Visar for p=2.

Foér a = (a,b) € D finns Bs(a,b) ={(z,y): |(z,y) — (a,b)| <§} C D. h och k ar s& sma att (a+ h,
b+k) € Bs(a,b). Da

dela upp i differensen

fla+h,b+k)— f(a,b) fla+h,b+k)— fla,b+k)+ f(a,b+k)— f(a,b)=

i z-led och y-led
= [Medelvérdessatsen] = f; (&, b+ k)h+ fy(a,n)k =
(€ ligger mellan a och a+ h; n ligger mellan b och b+ k. Ty C':)
= (fz(a,b) + pa(h))h+ (fy(a,b) + pa(k))k =
= fz(a,b)h+ fy(a,b)k + hpy(h) + kpa(k) =
= fi(a,b)h+ fi(a,b)k+Vh>+ k2 p(h, k) dér p(h,k) =0 da (h, k) — (0,0)
(Nédrmare bestamt p(h, k) =

0, ty| <1). O

h k h
TP+ g pa(k) VR iE

En viktig vektor, differentialoperator

: f:RP—> R, f partiellt deriverbar i a, d& &r
grad f(a') = (faé1(a)a falcz(a'): (Y] falcp(a'))

gradienten till f i a.



b 8 8
811’ B3z’ " Bap

ringsoperatorn D: f i+ f'. Vi skall se att denna &r den “rétta” generaliseringen. ||.

ANMARKNING: Differentialoperatorn grad = ( ): f > grad f generaliserar derive-

Till exempel:
Kedjeregeln blir “naturlig”’: h(t) = f(r(t)) ger (i godtycklig dimension).
h'(t) =grad f(r(t)) - 7'(t)
Differentierbarhet blir “enkel™
f(a+h)— f(a)=grad f(a)-h+ |h|p(h) dir p(h) +0da h—0

Derivering i en godtycklig riktning v. <fig3> dvs da (z,y) varierar langs linjen

(3)=(5) ()
Yy b Vo
med |v| =1 d& ar |t| avstandet mellan (z, y) och (a,b).

: f:RP— R: a inre punkt i Dy, v € R? med |v|=1. Om

lim f(a+tv) — f(a) :le;(a)

t—0 t

existerar sa kallas det riktningsderivatan av f i a i riktningen v.

III-
ANMARKNING: fz= f(1,0; fy= f(0,1); fLo=— fo (Visa dessal) ||.
Fler egenskaper av grad.

SaTs: Om f:R?— R ar differentierbar i a, |v|=1 (v € R?) s& ar

fo(a)=grad f(a) v

Bevis. (Tentauppgift)

fla+tv)— f(@) 1 grad f(a)- (tv) + [tv]p(tv)
t diff.-bar t

=grad f(a)-v £ p(tv) > grad f(a) - v da t—0

Sats: f:RP— R, f ar C'i D CRP.
1. Om grad f(a) =0 f6r a € D och D ar bagvis sammanhéngande: da ar f konstant i D.

2. grad f:IR? — RP &r ett normalfilt. (I R?: grad f(a) Lnivakurva f(z,y)= f(a),
i R3: grad f(a) Lnivayta f(z,y,2) = f(a).

3. Iriktingen grad f(a) vixer funktionsvirdena snabbast.

I riktingen — grad f(a) avtar funktionsvérdena snabbast.



Bevis. (Tentauppgift)
1) @ € D, till varje b € D finns en C'-kurva fran a till b som ligger i D (D #r 6ppen). Det vill
saga

C:r:r(t),agﬁ,r(a):a,r(ﬂ):b,r(t)eD
da galler for h(t) =
h(a) =h(B), f(a)

2) Lat C: » =7r(t) = (z(t), y(t)) vara en Cl-parameterisering av nivakurvan f(z,y)= f(a,b). Da
ar h(t) = f(x(t), y(t)) konstant = h'(t) =grad f(r(t)) -r'(t) =0, dvs grad fLr'.

fr(@): h'(r(t)) = grad f(r(2)) - 7'(t) =0 - r'(t) = 0 => h &r konstant, dvs
f(b).
(z



