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Flervariabelanalys: differential-, integralkalkyl for funktioner (“falt”) f: R™ — R™. J[arbete,
potential, divergens, rotation...|

Nédviindiga férkunskaper: R™ = {(z1, Z2, ..., Tp): T1, ..., Tn € R}. R? = planet, R® = rummet:
tdnk pa geometriska vektorer. Viktiga begrepp: lingd |z|, avstdnd |z - a| =
\/(.’1,'1 - 01)2 + (.’132 - a2)2.

Inre punkt, randpunkt, 6ppen méngd, sluten mingd (komplementet till en 6ppen méingd), kom-
pakt méngd (sluten begrinsad méngd).

lim f(z)=A

rz—a

Vad #r motsvarigheten till “derivata”? Motivering fér f: R? —» R, (a, b) inre punkt i Dy.
<figl>.

Hall y =b fixt, d& fas funktionen g: R — R, x> f(z,b).
Hall z =a fixt, da fas funktionen h: R - R, y— f(a,y).

Om g'(a), resp h'(b) existerar, si &r dessa tal ett matt for den relativa forindringen av funk-
tionsvardena da (z,y) ror sig lings linjen (z,b) resp. (a,y).

: f:R? > R kallas partiellt deriverbar i (a,b) om (a,b) ir en inre punkt i Dy och

! : f(a+A.z',b)—f(a,b)
(g(@)) 3 Jm, Az

= fa’:(aa b) = %(a’a b)

existerar och

. fla,b+Ay)— f(a,b) _of
HAI;EO Ay —fy(aab)_ay(aab)

(Las: den pertiella derivatan av f med avseende pa z resp. y i punkten (a,b))

Om f,, f, existerar i varje punkt (z, y) € D sé kallas funktionerna f,: (z, y) — fa(x, y) och f,:
(z, y) = fy(x, y) for “de partiella derivatorna” av f med avseende pa z respektive y. (D =
Dy, =D)

Var noggran att skriva %, inte g. 0 ar en egen symbol, ej ¢ eller dylikt. Analogt % fér funk-
tioner i flera variabler.

Exempel. a) f(z,y) =e*cos(zy)
fa=¢e%cos(zy) +e°( —sin(zy) y)

fy=—¢€"sin(zy)z




f &r partiellt deriverbar i (0,0), ty

f(Az,0) = f(0,0) _0=0_4 .6 4a Az—0
Az Az

F0.89) = J0,0) _0=0_4_,4a Ay—0

Ay Ay
Alltsa: f;(0,0)= f,(0,0) =0 men f dr ¢j kontinuerlig i (0,0), ty

fe) ==L a0 da (2,0) > (0,0)
’ 222 2 2 ’ ’

Exemplet visar det otympliga i partiell derivata som generalisering av ordinér derivata till flera
variabler. Partiellt deriverbar “dr inte det ritta deriverbarhetsbegreppet”.
For att hitta det “ratta” begreppet: titta pa f:IR — R: f &r deriverbar i @ om a &r en inre punkt

i Dy och

p(AI):f(a+AAxa)j_f(a) _f/(a):f(a+A$)_(£(ma)+A$fl(a))_)0 da Az —0

p(Az) &r det “relativa felet” (funktion minus tangent per lingdenhet).

Derinition: f:R? — R kallas differentierbar i (a,b) om f ir partiellt deriverbar i (a,b) och

fla+ Az, b+ Ay) — (f(a,b) + fz(a,b)Az + f,(a,b)Ay)

p(Az, Ay) = —0da (Az,Ay) — (0,0).

Il
Vi skriver upp det sa hir: med Az =z —a, Ay=y —b:

DeriviTion: f: R? -+ R kallas differentierbar i (a,b) om f ir partiellt deriverbar i (a,b) och

f(may)_f(a’b): +\/(m—a)2+(y—b)2p(m—a,y—b)

dar p(z —a,y —b) —0da (z,y) — (a,b), dvs f approximeras i (a,b) av s
bra att det relativa felet gar mot noll da (z, y) — (a,b).

Il
[helt analogt for f:R™— R]

Dermnition: Om f:R?— R &r differentierbar i (a, b) sa kallas
z=f(a,b) + fz(a,b)(z —a) + fy(a,b)(y —b)

fér tangentplan till ytan z = f(x, y) i punkten (a,b, f(a,b)).

Exempel: Ange en ekvation for tangentplanet till paraboloiden z = % + y? i punkten (1, 1, 2)
<fig2>

fi=2zoch fy=2y=> fi(1,1)=2= f)(1,1)

och dirmed planet z=2+2(z — 1) +2(y — 1) eller 2z 4+ 2y — 2z =2.



En viktig klass av differentierbara funktioner &r C!-funktionerna:

SaTs: f:R™— R. Om alla partiella derivator f;, &r kontinuerliga (i @) sa &r f differentierbar i
a.

Bevis. (typisk tentauppgift). Bevisas pa onsdag. O

Grénsvardesreglerna ger:

SATS: Om f, g ar differentierbara, ¢ € R, sa &r dven ¢ f + g, f - g och § (da g # 0) differentier-
bara.

Viktigaste regeln: “derivatan av sammansatta funktioner”:
(F(g()))' = f'(g(1))- g'(t)
(f(=(®),y@®))' =Ffo-a"+ fy-y'

SATS: (KEDJEREGELN)
Forutsdttningar:

e f:R?>— R ir differentierbar i (a, b)

o g:R—R? ¢t (z(t),y(t)) dr deriverbar i |a, B{med V, C Dy
Pastaende: D& ar h(t) = fo g(t) = f(z(t),y(t)) deriverbar i |a, 8] med

W(t) = fa(@(®), y(2)) -2 (1) + fy (@ (@), y(2)) - ' (D)

Bevis. (typisk tentauppgift). Att visa:

Jim PEESDZR i) = 1 (0), y(0) -2/ (0) + Fy(e(8), 9(0) o0

Rakning: For att spara plats om man inte har en hel tavla man kan fylla, utan maste begransa
sig till vad som far plats pa papper: vi sitter k() = (z(t + At) — z(t), y(t + At) — y(¢)):

Ait(h(t +At) — h(t)) = Ait[ F(a(t+ A1), y(t+ A1) — f(2(t), y(t))] = [differentierbar] =

_ fa(2(®),y(®) (@t + At) —z(t) + fy(@(®), y() (y(t + At) — y(t)) + |k|p(k)
At

= 220 =20 g1 ae), (o) + L SD =YD priae), (o) + L ik

Da At — 0 gar detta mot fz(x(¢t), y(t)) ='(t) + fy(x(t), y(t)) y'(t) (vilket skulle bevisas),
eftersom: At— 0=k — (0,0) = p(k) — 0 och

||Act|| :\/(w(t‘l‘At) _Z(t))r‘)A‘|;2(y(t+At) - y(t))2 —>\/($'(t))2+(y'(t))2 da At —0

Detta dr ett begrinsat tal, vilket ger oss att % (k) — 0 da At— 0. O



D4 har vi kedjeregeln for “falt”: anvind regeln f6r varje koordinatfunktion.
fR2=R
g:RZ=>R2 (u,v)—(z,9)
f, g ar differentierbara: (Vo C Dy)
z=z(u,v), y=y(u,v)
D& ar h(u,v)=(fog)(u,v) = f(z(u,v), y(u,v)) differentierbara med

Oh _0f 0z  Of Oy

Ou Or Ou Oy Ou

oh_0f 9z 0f &y
v Ox v Oy B



